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Megoldasok és javitasi utmutato
1. Bizonyitsuk be, hogy minden 0 < a < 1 szdmra

2000% 1
0007, 15 20012
a

l1—a
Milyen a-ra 4ll fenn egyenl&ség?

Megoldas. Mivel a >0 és 1 —a >0, igy a(l — a)-val szorozva nem valtozik az egyen-
16tlenség irdnya:

2000%a+ 1 —a >2001%a(l — a).
Egy oldalra rendezve kapjuk a kovetkezd, az eredetivel ekvivalens egyenl&tlenséget:
20012a? +(2000% — 2001 — Da+1>0,
2001%a? —4002a+1> 0,
(2001a—1)* > 0.

Ez az egyenl6tlenség nyilvan teljesiil, és egyenl6ség csak a =

1
2001 -re 4ll fenn, ami nyil-
van 0 és 1 kozott van.

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzések. 1. Természetesen akkor is jar a teljes pontszdm, ha a masodfokud egyenlet
megoldoképletével kovetkeztetiink, észrevéve, hogy egy gyoke van a bal oldali médsod-
foku kifejezésnek, és hogy a parabola felfelé 4ll.

2. A felirt egyenldtlenségben 2000-et barmilyen valos szdmmal helyettesitve is igaz,

2
1
hogy 1x—+—>(x+1)2, ahol z €R és 0<a< 1.
—a a

2. Az ABC haromszog AB oldalanak B-hez kozelebbi harmadolépontja H, a BC' oldal
B-hez legkozelebbi negyedelSpontja [N, C-hez legkozelebbi negyedelpontja No. A C'A
oldal felez&pontja F'.

Bizonyitsa be, hogy az FFHN; és az F'H N, haromszogek teriiletének osszege az ABC
haromszog teriiletének felével egyenld!



Megoldas. Hasznaljuk az abrak jeloléseit!

(1 Trun,=Tapc — Taur +Tupn, +TrN,0)
AB -mgp
TABC:f’
AH -mag 2 1 1
Tayp=" MAH _ 2 _q, = Ty,

2 1
mert AH = gAB, és ATCA ~ AT F A miatt (a hasonl6sdg aranya 2: 1) m 457 = imAB'
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3. dbra
) 11 1 1
Ugyanezért Typpn, = 3 ZTABC’ mert HB = §AB’ MHB= MAB.
31
T =—-=T
FN\C =3 514BC,
BC- 3 1
mert Typc = #, CN,= ZBC’ MCN, = 5MBC-
1 T =T — —+i+§ T —iT
FHN, =1 ABC 371278 ABC—24 ABC
(2 Trun,=Tapc — Taur +TuBN, +TrN,0)-
. . 1 1 3 1
A fenti gondolatmenetet kovetve: T'Agp = 3LaBc, TuBnN, = 3 ZTABC = ZTABC.
T ! 1T = 1T
2" T =T LR S
T +T = i+l T —1T

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Oldjuk meg a valés szamok halmazéan az

3 2
(x2+y2> _ <$3 _ y3>
egyenletet!
Megoldas. A kijelolt miiveleteket elvégezve az
20+ 331:43/2 + 3$2y4 + y6 =75 2x3y3 + y6

egyenlethez jutunk. 1 pont
O-ra rendezve és xzyz-et kiemelve:

x2y2(3a:2 + 3y2 +2zy)=0. 1 pont

Egy szorzat 0, ha valamelyik tényezgje O, igy nyilvdn megoldasok az x =0, y € R vagy
az x € R, y=0 szamkett&sok. 1 pont

A zéardjelben 1évd kifejezés,
322 + 3y2 +2xy= 227 + 2y2 +(x+ y)2,
csupa nemnegativ szam Osszege, ez csak akkor lehet 0, ha =0 és y=0. 3 pont

Igy az egyenlet megoldasait az z =0, y tetszSleges valds és az z tetszdleges valds, y =0
alakd szampéarok adjak. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy 2001 egymast kovetd pozitiv egész szam kozott mindig van
olyan, amelyre igaz, hogy a szdmjegyeinek Osszege oszthato 27-tel!

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a 2001 darab szdm koziil az els6 1000 egyike 000-ra

végzddik. 2 pont
Legyen ez a szam z, szamjegyeinek Osszege pedig y. Ekkor az z, z+1, ..., £+999
szamok mindegyike a kivalasztott 2001 ko6zott van. 2 pont
Szamjegyeik Osszege kozott pedig el6fordul y, y+1, ..., y+27 mindegyike (és csak
ezek), hiszen harom szamjegy Osszege 0 €s 27 kozott barmi lehet. 2 pont

Ezek kozott nyilvan van olyan, amelyik oszthat6 27-tel (ha y 27-es maradéka k, akkor
y +27 — k megfeleld). 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A megolddsbdl kiolvashatd, hogy mar 1998 egymadst kovets egész szamra
is teljesiil a feladat 4llitasa.

S. Egy 20 x 25-0s téglalapban elhelyeztiink tetszSlegesen 120 db egységnyi oldalu négy-
zetet. Bizonyitsuk be, hogy még egy olyan egységnyi 4tmér6ji kor is elfér a téglalapban,
amelynek nincs kozos bels pontja a négyzetekkel! (Négyzeten most négyzetlapot, koron
pedig korlapot értiink.)



Megoldas. A kor pontosan akkor helyezhetd el a feltételeknek megfelelGen a téglalapban,
ha kézéppontja messzebb van mind a téglalap, mind

pedig a négyzetek oldalaitdl, mint fél egység. 1 1 pont
A téglalapra nézve ez azt jelenti, hogy a kozépen 2 1
levé 19 x 24-es téglalapban kell, hogy legyen a kor 1
kozéppontja. 5 1 pont
A négyzetekre nézve pedig azt jelenti a feltétel, 1
hogy a kor kozéppontjanak kiviil kell lennie a négy- .
zetek koré rajzolt (4bran lathatd) lekerekitett sarka 3
,négyzeteken”. 1 pont
Egy ilyen ,lekerekitett négyzet” teriilete (mivel a sar- !
koknadl levé részbdl egy egységnyi atmérdjli kor rak- 2
hat6 0ssze)
m

3+ 1 1 pont
Mivel 120 ilyen alakzatunk van, ezért ezek Osszteriilete 360+ 307, ami kisebb 19-24 =
=456-ndl, azaz a bels§ téglalap teriileténél. Igy van olyan pontja ennek a téglalapnak,
amelyet nem fednek le az alakzatok. 2 pont
Az els6 észrevételiink miatt az e pont koré irt egységnyi atmér6jli kor megfeleld lesz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Természetesen a 360+ 307 < 456 egyenlbtlenséget igazolni kell. Ez atala-
kitva a m < 3,2 egyenl6tlenséget adja, ami teljesiil. Igazolds nélkiili allitasért 1 pontot le
kell vonni.

Az 1. kategoriabdl a legaldbb 16 pontot elért versenyz6k koziil azok jutnak a masodik
forduldba, akiknek legalabb egy feladatra adott megoldésa lényegében teljes.

A IIL kategoriabdl a legalibb 18 pontot elért versenyzdk koziil azok jutnak a masodik
forduldba, akiknek legaldbb egy feladatra adott megoldédsa Iényegében teljes.

A kijavitott dolgozatokat az iskoldban kell meglrizni a tanév végéig. Csak a tovabbjuto
versenyzOk nevét €s elért pontszamét (feladatonkénti bontasban) kell bekiildeni elektro-

nikus tton, illetve az ,,Ertékeld tdrlapok” masolatan, 2002. janudr 5-ig.
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