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Megoldasok és javitasi utmutato

1. 23 diak irt meg egy dolgozatot, az atlag (két tizedes jegyre kerekitve) at74 ébet-e
kevesebb, mint két elégtelen, ha tudjuk, hogy nyolc jeles volt? (6 pont)

1. megoldas.irjuk fel a jegyek atlagat!

8b+a-44b-3+c-2+d-1
23
ahol aza, b, ¢ ésd természetes szamok jeldlik a jo, a kbzepes, az elégséges és az elégtelen
osztalyzatok szamat. Ebb— felhasznalva azt is, hogy a tort szamlaléja természetes szam —
azt kapjuk, hogy:

~ 2,74, (1 pont)

(1) 4a 4+ 3b+2c+d = 23.

Az osztély létszamabol kapjuk, hogy:

a+b+c+d=15. (1 pont)

Ha d = 0 vagy d = 1, akkor ebldl az kdvetkezik, hogy:

a+b+c 214, (2 pont)

tehat — felhasznalva (1)-et és azt, hagyb, c ésd természetes szamok — az alabbi ellent-
mondashoz jutunk:

23=4a+3b+2c+d=2(a+b+c)+d=28.
Ezért nem lehet keinél kevesebb elégtelen osztalyzat. (2 pont)

2. megoldas.Ha kettnél kevesebb elégtelen lenne, akkor a legalacsonyabb atlag

1-14+14-248-5
23 N

3

lenne, ami ellentmondas. (6 pont)



2. Egy derékszdgl haromszog atfogoja 13 cm és a befogobinak 6skZame. A haromszdog
mindharom oldalara kifelé négyzeteket rajzolunk. igy a haromszogsasukiviil hat pontot
kapunk. Mekkora az ezek altal meghatarozott hatszdg terllete? (6 pont)

Megoldas.

Hasznaljuk az abra jeloléseit és legyen lamek a B-re vonatkozo tlukorképd™! Ekkor
EBF*/ = ABC/, mert azonos irany@0°-os elforgatas viszi at a szarakat egymasba. Ezért
az ABC és aBF*E derékszogl hdromszdgek egybevagdak, mert két oldalban éda-koz
zart szégben megegyeznek.

trpe = tgp+g, Mert azF B = BF* oldalakhoz ugyanaz aZ™* F magassag tartozik.

lgy

trBE = tABC- (3 pont)

Ugyanigy igazolhaté, hogy

tarp = taBC- (1 pont)

Tehat — szokasos jeldléseket hasznalva — a hatszog terilete:

b
a2+b2+c2+4-%:(a+b)2+02:172+132:458 cme. (2 pont)

Py

3. Egy 8 f0s tarsasag olyan kartyajatékot jatszik, amelyet 4-en kell az éramutaséyjata
ellentétes iranyba jatszani. Mindig két négyes csoportban jatszanakarelheak, hogy az
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0sszes lehetséges dsszetételben fognak jatszani. (Két dsszetétekidkhbod, ha a két 4-
es csoport kozul legalabb az egyikben van olyan jatékos, aki utan fdéskos kovetkezik
az egyik 6sszetételben, mint a masikban.) Kb. hany év alatt tudjak teljesitatarelbasukat,
ha hetente egy Osszetételben jatszanak? (8 pont)

Megoldas. Elbszor alakitsuk ki a ,csapatokat™ 8 ember kozul 4<e4t> -féleképpen lehet

kivalasztani, ekkor azonban minden csapat-dsszetételt kétszer saémaltert ugyanazt a

csapat-Osszetételt kapjuk, ha a masik 4 jatékost valasztjuk ki. (3 pont)
4! s . , . e s .

Egy csapatZ = 3!-féleképpen ulhet le, mivel az elforgatassal kapott lelltetések a jatek

szempontjabol ugyanazt adjak. igy a kilonddisszetételek szama:
(3
o 3!- 3! = 1260. (4 pont)
1260 : 52 =~ 24, 23. Tehat kb. 24 év alatt tudjak teljesiteni az elhatarozasukat. (1 pont)

4. Egy kékre befestett téglatest élei cm-ben mérve természetes szamokgiskaa dossza

7 cm. A téglatestet a lapjaival parhuzamos sikokkal 1 cm élU kis koakékétvagva a

kék lappal nem rendelkézkis kockak szama feleakkora, mint az dsszes kis kockak szdma.
Mennyi az ilyen tulajdonsagu téglatestek kozil a legkisebb térfogatinékagata? (10 pont)

Megoldas. Legyen a téglatest masik két élének hosszés b és tegyik fel, hogy: = b.
Nem lehetb < 2, mert ekkor minden kis kockanak lenne kék lapja. A feladat feltételei sze-
rint:

5(a—2)(b—2) = %‘Lb. (2 pont)
Ebbdl egyszerii atalakitassal kapjuk, hogy:
(3a — 20)(3b — 20) = 280. (3 pont)

Hab = 3, 4, 5, vagy 6, akkor nem kapunk megfefeimegoldast. Ha = 7, akkora = b miatt
3b — 20 a 280-nak 20-ndl kisebb pozitiv osztoja, tehat 2, 4, 5, 7, 8, 10, vagy 14. (3 pont)

Ebbdl a kovetked (a; b) szamparok felelnek meg: (100; 7), (30; 8), (20; 9) és (16; 10).
A térfogat értékerab akkor a legkisebb, hab a legkisebb, tehat akkor, ha= 16 ésb = 10.
Ezért a legkisebb térfogatl 20 cn?. (2 pont)

5.Az a, b, ¢ ésd valoés szamokra teljesiil, hogy + b* = ¢ + d? ésac + bd = 0. Mennyi
lehet azab + cd értéke? (10 pont)

1. megoldas.

(a® 4+ %) (ab + cd) = (a® + b*)ab + (a® + b*)ed = (? + d*)ab + (a® + b*)ed =



= abc® + abd® + a*cd + b*cd = be(ac + bd) + ad(ac + bd) = be - 0+ ad - 0 = 0.
igy, haa® + b* # 0, akkor ab + cd = 0.
Haa? 4+ b*> =0, akkora = b = ¢ = d = 0, tehat ekkor iszb + ¢d = 0. (10 pont)

2. megoldasHa a? + b* = 0, akkora =b = ¢ = d = 0 és ekkorab + c¢d = 0. (1 pont)
A tovabbiakban feltessziik, hogy + b* # 0.
a’ 4+ b? = + &2, tehata® — ¢ = —b? + d2, amildl négyzetre emeléssel kapjuk, hogy:

at —2a%¢ + ¢ = bt — 20%d% + d*. (2 pont)

ac+ bd = 0, tehata®c® = b2, Ezérta* + ¢* = b* + d*, azaza® — b* = —¢* + d*, vagyis
(a® +b*)(a® = b?) = (A + d®) (=2 + d?). (2 pont)

Mivel a? + b% = % + d? és feltettiik, hogy® + b% # 0, ebtdl: a? — b = —c% + d2.

igy — ismét felhasznalva, hogy’ + b> = ¢® + d* — azt kapjuk, hogy? = d* ésb? = ¢*. (2 pont)
Ebkdl felhasznélva, hogyic + bd = 0 az kbvetkezik, hogy: = d ésb = —c vagy a = —d

ésb = c. Mindkét esetberb + cd = 0. (3 pont)

3. megoldas.Tekintsiik aza(a; b) és ab (c; d) vektorokat!

Az a® +b? = ¢ + d* egyenbség azt jelenti, hogy ezek ugyanolyan hosszisagu vektorok. ¢l pon

Az ac+ bd = 0 egyenbség pedig azt, hogy a skalarszorzatuk 0, tehablegesek egymas-
ra. (3 pont)

Ismeretes, hogy aa (a;b) 90°-0s vektornak az 6ramutaté jarasaval ellertk@anyd 90°-os
elforgatottjaa™ (—b; a) és az 6ramutatd jarasaval eg§eiranyu 90°-os elforgatottja pedig

a” (b; —a). (4 pont)
gy c=—bésd=avagyc="b ésd = —a. (1 pont)
Mindkét esetberub + cd = 0. (1 pont)



