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1. A tizes szamrendszerben adott A,, és B szdmok a kovetkezdk: A,, = 222 , ahol az eme-
letes hatvanyban osszesen n db 2-es van; B = 2%**+2 ahol a kitevGben 2009 db 2-es 4ll.
Mely n pozitiv egész szamokra lesz A, > B5?

Megoldas. Azt allitjuk, hogy A; > BP > Aq.
ElGszor belatjuk, hogy A; nagyobb BE-nél:
5209536 5265 535 720333665535 265535 (2265536*65 535)

Mivel A; =2 ; ezért csak azt kell
igazolni, hogy ez utébbi kifejezésben az alap és a kitev$ is nagyobb, mint B.

2009

35 222..2
> 2744 = B. Ezzel

. ) . 655
Mivel 203335 > p#16383 _ 1616383 1016383 ~ 220 2 ezért 22
———

2009
az alapra belattuk, hogy nagyobb, mint B. A kitevordl ezek utdn elég azt igazolni, hogy az

9265536 65535 5269535

alapndl nagyobb, azaz hogy: . Ehhez elég belétni, hogy

265 536 65535 > 265 535'

Atalakitva ezt az egyenldtlenséget: 2 - 28335 — 65535 > 265335 adédik. Mindkét oldalbél le-
vonva 2%° 3336t pedig azt kapjuk, hogy 2% %3 — 65535 > 0, azaz 2%°°% > 65535. Ez viszont
nyilvdnval6an igaz, hiszen pl. teljes indukcidval egyszer(ien beldthatd, hogy minden n termé-
szetes szamra 2" > n. Ezzel beléttuk azt is, hogy a kitev6 nagyobb, mint B, tehdt valéban
igaz, hogy A; > BE, mint ahogyan azt 4llitottuk.

Most nézziik Ag-ot. Ag = 2% 536, mig

$222...2

222...2 222...2 65536
BB — (2222...2) — 2222...2~2 > 22 > 22 — A6,

tehdt valéban BP > Ag, ahogyan azt allitottuk.



2. Adott egy k kor és a belsejében két pont A és B. Szerkesszen a k koron olyan C' pontot,
amelyre az AC'B sz6g maximalis!

Megoldas. Vegyiik azt a két A-n és B-n atmend kort, amelyek k-t beluilrdl érintik és le-
gyenek az érintési pontok C és C,! Ha a Cy érintési pontd kor sugara a kisebb, akkor C|
esetén, ha a két kor sugara egyenld, akkor C| és C, esetén lesz a kérdezett szog maxima-
lis, hiszen az elsd esetben a k kor C}-t8l kiilonb6z4 pontjai, a masodik esetben a C-t8l és
C5-t61 kiilonboz6 pontjai az AB szakasz AC| B szogii 1atékorén kiviil vannak. A C és C,
szerkesztése pl. a kovetkezd lehet.

a) Ha az AB felez6merGlegese dtmegy a k kor kozéppontjan, akkor ez metszi ki a k-bdl
C-et és C,-t.

b) Ha az AB felezGmerGlegese nem megy at a k kor kozéppontjan, akkor vegyiink egy az
A-n és B-n éthalad6 és a k kort az A, és B; pontokban metsz$ k; kort és legyen az AB
és A B; egyenesek metszéspontja P, tovabba a P-bdl a k korhoz hizott érinték érintési
pontjai C; és C,! Végiil legyen a k-t a C; és C, valamelyikében — mondjuk a C)-ben —
beliilrdl érintd és az A-n atmend kor k!

Megmutatjuk, hogy k, dtmegy B-n is. Messe a PA egyenes a kp-t By-ben! A P pontbdl a
k1 korhoz hazott szel6darabok szorzata allandé, tehat: PA - PB = PA, - PB;.

PC érint6je k-nak, tehat: PC’I2 = PA, - PBy;
PC érintbje ky-nek, tehat: PCI2 = PA.-PB;.

Ezekbdl: PA- PB, = PA - PB, vagyis B, egybeesik B-vel.
A bizonyitds teljességéhez hozzitartozik az aldbbi két (A és B) diszkusszid.
A) Diszkusszio

Igazolandd, hogy valéban csak két érintd kor johet szoba, azaz hogy C és C, a két oldalon
az egyetlen lehetséges érintési pont.

Igazolas: Tekintsiik a &k alapkort, illetve egy A-t és B-t tartalmazo, a k-t érintd k, kort,
melynél az érintési pont C'j. Tegyiik fel, hogy ugyanezen az oldalon létezik még egy masik
megfelels, k, kor is, C) érintési ponttal.

Azt vizsgéljuk meg, hogy ennek a hiarom kornek az ivdarabjai milyen viszonyban vannak
egymassal. Koncentrdljunk arra, hogy minden korvonal felosztja a sikot egy belsd és egy
kiilsé tartomanyra.

Tekintsiik elészor a k, és a ky kor viszonyét. Mivel két pontjuk: A és B kozos, ezért mas
kozos pontjuk nem lehet, igy a nagyobbik kor két ivdarabra bonthatd, melyek egyike a ki-
sebbik kor kiilsejében, masika a belsejében halad. Tekintsiik az el6bbi (kiils6 részben halado)
ivdarab pontjait. Ha mondjuk A-bdl félegyeneseket inditunk ennek az {vdarab pontjainak az
irdnydba, akkor a kisebbik korrel valé metszéspont mindig kozelebb lesz, mint a nagyobbik-
kal vald. Ha pl. torténetesen C'; a kisebbik kor érintési pontja, akkor az AC félegyenesen
C)-en tidl lesz a nagyobbik korrel valé metszéspont. Ez azt jelenti, hogy a nagyobbik kor-
nek van olyan pontja, mely a k alapkor kiilsejében van, ezért biztosan metszi a k korivet,
tehat nem lehet érint6 kor.



B) Diszkusszio

Igazoland6, hogy az optimdlis megoldast szolgéltaté kisebbik érinté kor kozéppontja és a
nagy kor kdzéppontja mindig az AB egyenesének ellentétes oldaldn lesznek, tehat ez alapjan
mindig egyértelmlen kivélaszthaté a két megoldds koziil az optimélis.

Igazolas: A () és (), dltal meghatarozott szakasz felez6 merGlegese athalad P-n. Tekint-
silk ezt az e egyenest Ugy, mint egy szimmetriatengelyét az dbranak. Legyen a k alapkor
kozéppontja O, tovabba a két potencidlis megoldast szolgaltatd érinté korok kozéppontjai
O, illetve O,, a megfelels érintési pontok pedig értelemszertien C'; és C,. Ekkor C| és
C, szimmetrikusan helyezkednek el az e egyenes két oldalan. Tekintsiikk az AB szakasz fe-
lez6 merdlegesét, legyen ez f. Ekkor az f egyenesnek az OC, és OC), szakaszokkal vald
metszéspontjai adjak rendre az Oy, illetve O, kozéppontokat. Tekintsiik az e egyenes éltal
meghatdrozott két félsikot. Tegyiik fel mondjuk, hogy a C, érintési pont azonos félsikban
van az AB szakasszal. Azt allitjuk, hogy a C, pont adja az optimdlis megoldast. Ehhez azt
kell bizonyitani, hogy a C,-hoz tartozé kor a kisebb, azaz O,C, révidebb, mint O,C). Ez
egyenértékii azzal, hogy OO, hosszabb OO;-nél.

Legyen e és f metszéspontja M. Vizsgaljuk most az OM Oy, illetve az OM O, hiromszo-
geket. O-ndl egyforma szogek vannak a szimmetria miatt.

Lemma: Az OMO, szdg hegyesszog, mig az OM O, szdg tompaszog.

Lemma bizonyitasa: AB és f mer0legesek egymasra, tovabbd az e egyenes az AB dltal
meghatarozott félsikok koziil az O,-vel ellentétes tartoméanyban talalhat6. Legyen AB és f
metszéspontja N. Ekkor az M N P hiromszdgben N-nél derékszog van, tehit az N M P<
hegyesszog, az OM O, < igy biztosan tompaszog lesz, kovetkezésképp az OM O <t hegyes-
szog.

Hizzunk O;-b6l merdlegest az e egyenesre. A Lemma miatt ez az egyenes az 0100, ha-
romszog belsejében halad, tehat annak OO, oldaldt beliil metszi. Legyen ez a metszés-
pont O;. A szimmetria miatt OO; és OO, azonos hossziisigt, tehdt OO, nagyobb OO;-nél,
és éppen ezt kellett beldtnunk.

3. Egy hdromszog csucsain 4t dsszesen 2009 db egyenest fektetiink gy, hogy minden egye-
nes kettévagja a haromszoget és a csicsokon kiviil egyetlen metszésponton sem megy at

ketténél tobb egyenes. Adjon minél jobb felsd becslést a haromszogben keletkezd tartoma-
nyok szdmdra!

Megoldas. Jeloljiik a harom csticsbdl inditott egyenesek szamat rendre n, k, illetve [-lel. Az
els6 csucsot tekintve, az onnan inditott n db egyenes n + 1 tartomdnyra bontja a hdromszo-
get. A kovetkez6 csticsbdl inditott k£ db egyenes mindegyike metszi az el6bb behuzott n db
egyenest, ezért pontosan n + 1 Uj tartomény keletkezik mindegyik behdzdsakor. Osszesen te-
hit k- (n+ 1) 4j tartomdnyt kapunk ebben a 1épésben. A harmadik csticsbdl inditott [ db
egyenes a mdr behuzott n + k£ db egyenes mindegyikét metszi, minden Ujabb egyenes behu-
zésakor tehdt n+ k+ 1 db 4j tartomény keletkezik, dsszesen [ - (n+ k+ 1) db. Minddsszesen
tehit T'= (n+1)+k-(n+1)+1-(n+k+ 1) tartomanyt kapunk. Az iménti kifejezést még
két masik formdban is felirjuk:

T=mn-l+k-l+n-k)+n+k+1+1; illetve T=n+k+1)-(I+1)+n-k.



Az iménti els6 felirasbdl jol latszik n; k; és [ szimmetrikus szerepe (ahogy azt el is varjuk).
Ezt a tovdbbiakban hallgatélagosan felhaszndljuk.

Mivel n + k 4 [ paratlan, igy biztosan van a hdrom szadm kozott paratlan. Legyen ez pl. az [.
Ekkor tehat n + k paros. Ha 7" maximadlis, akkor a fenti masodik formula szerint

T=(m+k+1)-(+1)+n-k=(no+ko+1)(I+1)+no- ko

tetszGleges mng, ko-ra. Mivel (n+k+1)-({+1)=(no+ko+1)-(l+1), ezért tehat
n-k =mng-ko. Han #k (pl. n > k), akkor (n—1)-(k+1) =n-k+n—k—1> n-k; hiszen
mivel n + k péros, ezért n — k = 2. Ezért biztosan n = k (ez megintcsak n + k parossiga
miatt lehetséges). Ezért tehat T' csak n = k esetén lehet maximalis. Ekkor tehdt (k helyébe
n-et helyettesitve):

T=02-n+1)-(I+1)+n

Noveljiik meg n értékét 1-gyel. Ekkor a kovetkez6t kapjuk:
T=02-n+3)-(I-1)+n*+2-n+1.

Vizsgéljuk meg, hogy mikor lesz T > T. Az el6z6 két kifejezés Osszevetésébdl némi at-
alakitas utan azt kapjuk, hogy pontosan akkor, ha n <1 —1,5. Ez n = 669; [ = 671 esetén
fenndll (kisebb n-ekre is nyilvdnvaléan), nagyobb n-ekre pedig mar nem teljesiil. A T' értéke
tehdt n = k£ = 670; [ = 669 esetén lesz maximalis.



