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2. (döntő) forduló
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Megoldások és javítási útmutató

1. Léteznek-e olyant ésu pozitív egész számok, melyekre 7t − 3u osztható 10200-nal?

Megoldás. Tekintsük a 31,32,33, . . . számokat. Ezen számok utolsó 200 jegyéből alkotható
számok nem lehetnek mind különbözőek, hiszen csak véges sok különböző végz̋odés lehet.
Van tehát valamilyenm, illetve n kitevő, melyekre 3m és 3n utolsó 200 jegye megegyezik.
Ez azt jelenti, hogy 10200 | 3m − 3n = 3n · (3m−n − 1). Mivel pedig 10 és 3 relatív prímek,
ezért 10200 | 3m−n − 1. Van tehát olyan 3-hatvány, mely 1 maradékot ad 10200-nal osztva.
Hasonlók mondhatók akkor, ha 3-hatványok helyett 7-hatványokról van szó, tehát van olyan
7-hatvány, mely szintén 1 maradékot ad 10200-nal osztva. Ha az alkalmas kitevőket t-vel,
illetve u-val jelöljük, akkor azt kapjuk, hogy 7t − 3u osztható 10200-nal.

2. Jelöljeπn az els̋o n páratlan prímszám szorzatát és legyenk természetes szám! Igazolja,

hogy a(πn + 1)2k − 1 számnak legalábbn+ k különböz̋o prímosztója van!

Megoldás. Mivel xm− 1 osztható(x− 1)-gyel, (πn + 1)2k − 1 oszthatóπn-nel. Tehát csak
azt kell igazolni van legalábbk darab aπn prímeit̋ol különböz̋o prímosztója.

Teljes indukcióval bizonyítjuk. Hak = 0, akkor az állítás nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy

(πn + 1)2k − 1 rendelkezik legalábbk darab, aπn prímeit̋ol különböz̋o prímosztóval:

(πn + 1)2k+1 − 1 =
(

(πn + 1)2k − 1
)(

(πn + 1)2k + 1
)

.

A jobb oldalon mindkét tényező páratlan és a különbségük 2, tehát a második tényezőnek
van legalább egy az első tényez̋o prímosztóitól különböz̋o prímosztója, tehát a bal oldalnak
van legalábbk + 1 darab aπn prímeit̋ol különböz̋o prímosztója.
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3. Daraboljon fel egy négyzetet legfeljebb 10 darabra úgy, hogy a darabokból három egy-
bevágó négyzetet lehessen összerakni!

1. megoldás.Valójában 7 darabbal is megvalósítható
a kívánt konstrukció.

Feltehetjük, hogy a kiindulásként rendelkezésre álló
négyzet egységnyi oldalhosszúságú. Ekkor a három
majdani kis négyzetnek az oldala 1/

√
3 lesz. Fek-

tessünk egy 1/
√

3 oldalhosszúságú négyzetrácsot az
egységnégyzetünkre az ábrán látható módon. A há-
rom kis négyzetnek az egységnégyzeten túlnyúló da-
rabjai éppen alkalmasak lesznek arra, hogy a kis
négyzetek által le nem fedett részeket kipótoljuk.
Az ábrán látható kis háromszögek mindegyike derék-
szögű, másik két szögük 30, illetve 90 fokos. Mindre
érvényes tehát az, hogy az átfogó éppen 2-szer ak-
kora, mint a kisebbik befogó, a nagyobbik befogó
pedig

√
3/2-szerese az átfogónak. Ennek felhasz-

nálásával a háromszögek oldalai mind kiszámolhatók. Tudjuk, hogyDE = 1/
√

3. Ebb̋ol
DF = 2/3, valamintEF = 1/3. FC = DC −DF = 1− 2/3 = 1/3. Innen már követke-
zik, hogy DFE egybevágóGFC-vel. Hasonlóan egyszerűen adódik, hogyDOP egybe-
vágó JMK-val, hiszen a hosszabbik befogójuk mindkét esetben egy kis négyzetnek az
oldala, azaz 1/

√
3 hosszú. Már csak aJIB háromszöget kell valahogy összeraknunk az

NMAO négyszög, illetve aGIH háromszög segítségével. Láttuk, hogyDP = 1/
√

3. Eb-
ből OP = 1/3. TehátNO = 1/

√
3− 1/3 =

(
√

3− 1
)

/3. Innen

NL =
√

3 ·NO = 1−
(

1/
√

3
)

.

Mivel AD = 1, ezért azAJD háromszögb̋ol AJ = 1/
√

3. TehátJB = 1−
(

1/
√

3
)

. Tehát
NL = JB, azazNLO egybevágóBJI-vel, vagyis akár le is fedhetnénk aBJI három-
szöget azNLO háromszöggel. A gond csak az, hogy így azMLA háromszöget 2-szer is
használjuk, míg azIGH háromszöget egyszer sem. Készen leszünk tehát a bizonyítással,
ha belátjuk, hogyMLA és IGH egybevágóak.

Láttuk, hogyJB = 1−
(

1/
√

3
)

. Innen

JI = (1−
(

1/
√

3
)

) ·
(

2/
√

3
)

= 2/
√

3− 2/3.

Mivel pedig IH = JH − JI, ezért IH = 1/
√

3− 2/
√

3+ 2/3 = 2/3− 1/
√

3. A JMK
háromszögb̋ol JM =

(

2/
√

3
)

· JK =
(

2/
√

3
)

·
(

1/
√

3
)

= 2/3, valamint láttuk, hogy

AJ = 1/
√

3. InnenMA = JM−AJ = 2/3−1/
√

3. TehátIH = MA, azazMLA ésIGH
valóban egybevágóak.

A kétszer használtMLA háromszög tehát egyik esetben kiváltható azIGH háromszöggel.
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2. megoldás.A feladat megoldható úgy is, hogy az ere-
deti négyzetet 9 darabra vágjuk. Legyen az eredeti négy-
zet oldala egységnyi hosszú. Bontsuk fel a négyzetet há-
rom téglalapra, melyek oldalai 1/3, illetve 1 egység-
nyiek. Egy ilyen téglalapot az ábra szerint három részre
vágva, egy 1/

√
3 oldalú négyzetet rakhatunk össze be-

lőle. Az ábránAB = CD = 1/3; ED = BG = 1/
√

3;
AE = GC = 1− 1/

√
3. �

3. megoldás.Helyezzünk az egységoldalú négyzetre
egy 1/

√
3 oldalú négyzetrácsot az ábra szerint úgy,

hogy a középs̋o négyzet szimmetria-középpontja egy-
beessen az egységoldalú négyzet középpontjával, a
megfelel̋o oldal-egyenesek pedig 30, ill. 60 fokos szö-
get zárjanak be egymással. EkkorAC = 2/

√
3. Mivel

viszont BD szintén 2/
√

3 hosszú, ígyAB = CD.
Szimmetria okokból egyrésztAB = EF , más-
részt CD = GH. Így tehát EF = GH, vagyis a
GBEF trapéz egybevágó azFIHG trapézzal.
Ezért a GBEF trapéz területe az 1/

√
3 oldalú

HBEI négyzet területének fele. Ugyanekkora terü-
letű azAEFJ négyszög is, hiszen négy elforgatott példánya együtt éppen 2 kis négyzetnyi
területet ad. Ezek szerint azABK és aGJK háromszögek azonos területűek, tehát egybe-
vágók is, hiszen megfelelő szögeik megegyeznek. Innen már közvetlenül adódik a megfelelő
átdarabolás 9 darabbal.�
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