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2. (döntő) forduló

kezdők III. kategória

Megoldások és javítási útmutató

1. Megegyezik az I. kategória 3. feladatával.

2. Tekintse a legkisebb 20 db pozitív egész számot és soroljaőket tetsz̋olegesen két 10-elemű
csoportba! Képezze az összes olyan 2-tényezős szorzatot, melyek tényezői különböz̋o cso-
portból valók! Bizonyítsa be, hogy mindig lesz két olyan szorzat, melyek között pontosan 2
a különbség!

Megoldás. Tekintsünk 4 szomszédos egész számot. Legyenek ezek:x− 1; x; x+ 1; x+ 2.
Ekkor a középs̋o kett̋o szorzata:x2 + x, a két széls̋o szorzata pedig:x2 + x− 2. Elég te-
hát megmutatnunk, hogy biztosan van négy szomszédos egész szám, melyekközül a kö-
zéps̋o kett̋o különböz̋o csoportban van, és ez igaz a két szélsőre is. Rendeljünk hozzá a két
csoportba osztott számokhoz egy számsorozat-kódot. Pl. a 2; 3; 1; 5; 1; 1; 4; 1; 2 kód je-
lentse azt, hogy az első 2 elem azA csoportba tartozik, a következő 3 elem aB csoportba,
a következ̋o 1 elem megint azA-ba, majd a következ̋o 5 elem megint aB-be stb. Ha a
fenti kódban van két szomszédos 1-es szám és egyik sem a kód szélénvan, akkor ez azt je-
lenti, hogy találtunk négy szomszédos elemet, melyek váltakozva eltérő csoportba tartoznak.
Pl. A; B; A; B. (Itt a középs̋o B; A betűkhöz tartoznak 1-es kódok.) Másrészt, ha a kódban
van valahol két szomszédos szám, melyek egyike sem 1-es, akkor meginttaláltunk alkalmas
négy számot, hiszen ekkor pl.A; A; B; B mintázatnak kell szerepelnie itt, és ez is meg-
felelő számunkra. Tegyük fel, hogy létezik olyan csoportba osztás (és hozzá tartozó kód),
hogy az iménti két lehetőség közül egyik sem fordul elő a kódban. Nyilvánvaló, hogy ekkor
a kód nem állhat csupa 1-es számból. Van tehát benne valahol egyx ≧ 2 szám. Az el̋obbiek
szerint e mellett csak 1-es szám állhat a kódban mindkét (vagy esetleg csak az egyik) olda-
lon. Az 1-es után megint egy 1-nél nagyobb szám kell, hogy szerepeljen, melyet újabb 1-es
követ, és így tovább. Ilyen módon az egyik csoport izolált 1-elemű részhalmazokból épül
fel. Ezekb̋ol 10 db-nak kell lennie, ekkor viszont a másik csoport legalább 9 részhalmazból
kéne, hogy álljon, melyek mindegyike legalább 2 elemű. Ez nyilvánvaló ellentmondás.

3. Az ABC egységoldalú szabályos háromszögB, illetve C csúcsához tartozó magasság-
vonalakmb, illetve mc. Legyene egy olyan egyenes, mely azA csúcson áthalad, metszi a
BC oldalszakaszt és azAC oldallal 10◦-os szöget zár be, továbbá legyene ésmb metszés-
pontjaX, e ésmc metszéspontjaY ! Jelölje azAX szakasz hosszátx, míg aCY szaka-
széty! Számítsa ki a 2y
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1+ x2
)

+ x
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2+ y2
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pontos értékét!
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Megoldás. A bal oldali ábra mutatja az alakzatok elhelyezkedését a kitűzött feladatszerint.
A jobb oldali ábrán behúzott vonalak segítségével igazoljuk a kívánt összefüggést, azABC
háromszög területét kétféleképpen kiszámítva.

Egyrészt tudjuk, hogy egységnyi oldalú szabályos háromszög területe: T =

√

3
4

.

Most nézzük a jobb oldali ábrát. Mivel aCAY ∢ = 10◦, és Y CA∢ = 30◦, ezért
ZY A∢ = 40◦. Vegyük fel aZ pontot azmc-n úgy, hogyZAB∢ = 10◦ legyen. Ekkor
Y AZ∢ = ZY A = ∢40◦. Tehát azY AZ háromszög egyenlő szárú. Mivel szimmetria-
okokból AZ = AX = x, ezértY Z = AZ = x szintén teljesül. Vegyünk fel azAB szaka-
szonY1 ésY2 pontokat úgy, hogyY1ZA∢ = BZY2∢ = 30◦ legyen!

A ZAY1 háromszög hasonlóCAY -hoz, a megfelel̋o szögek egyezése miatt.ZAY1 ésZBY2

pedig egybevágóak a szimmetria miatt. AzY1Y2Z háromszög hasonló azY AZ háromszög-
höz, szintén a szögek egyezése miatt.

TY CA =
y

4
(alap= y, magasság= 1/2).
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(a hasonlóság aránya:x).
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x

4
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·
x

4
(a hasonlóság arányay, hiszenY Z = x, míg Y1Z = x · CY = x · y).

Most már tehát felírhatjuk azABC háromszög területét egy másik módon is:
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Innen pedig:
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