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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy egy adott négyzet 2012 darab kisebb méretli négyzetre bonthaté ugy,
hogy a kisebb méretli négyzetek oldalai parhuzamosak legyenek az eredeti négyzet oldalai-
val.

1. megoldas.

A feltételeknek megfelel6en barmely négyzet feloszthaté 4 darab négyzetre a négyzet ko-
zépvonalaival.

Ez azt jelenti, hogy barmely négyzetbSl 4 darab djabb négyzetet kaphatunk, ekkor pedig
a meglevé négyzetek szdma 3-mal novekszik.

Egy adott négyzetet a feltételeknek megfelel6 médon fel tudunk 8 darab négyzetre osztani
az oldalak 4 részre osztasaval a kovetkezd dbra szerint:

Ezutdn dbrank barmelyik ,.kisebb” négyzetére alkalmazva a kézépvonalak szerinti felosztast
— az el6zbek alapjan — 3-mal novekszik a kisebb méretli négyzetek szama.

Ha ezt az eljarast k-szor alkalmazzuk, akkor a keletkez6 négyzetek szama 8 + 3k lesz.
Ha a négyzetek szdma 2012, akkor 3k + 8 = 2012, azaz k = 668.

A k = 668 esetben az el6dllitds valoban megval6sithat, példdul az abrank szerinti egyik

sz 2

,.Kis négyzet” kozépvonalak szerinti felosztdsdnak 668-szor torténd ismétlésével.

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas.

Egy adott négyzet a feltételeknek megfeleléen felbonthaté 9 darab négyzetre a szemkoztes
oldalak megfelel6 harmadolépontjait 6sszekotd szakaszokkal.



Ekkor az eddig meglev6 négyzetek szdma 8-cal nd.

A

Az elsé megoldés alapjan a keletkezd négyzetek szdma 12 4 8k, ha a keletkezett kis négy-
zetek egyikét 9 darab kisebb négyzetre osztjuk k-szor egymds utan.

+

felosztasban a kis négyzetek szama 12.

Mivel 12 + 8%k = 2012, igy k = 250.

A konstrukcié megvaldsithato.

3. megoldas.
ElSszor 437 szamu egybevdgd négyzetre osztjuk az eredeti négyzetet.
Ezutdn az egyik kis négyzetet 4 részre osztjuk a kdzépvonalaival.

A keletkez6 négyzetek koziil két darabot egyenként 99 = 81 darab egybevagé kisebb négy-
zetre osztunk.

Igy az Gsszesen keletkezS négyzetek szdma

432 142249 —1+92—1=2012.

A konstrukcié valéban megvaldsithatd.

Megjegyzések.
(1) Indoklés nélkiili konstrukcié megaddsaért legfeljebb 5 pont adhaté.

(2) Barmilyen megoldasért a megadott megoldasok részpontszamaival ardnyosan adhaték
meg a megfeleld pontszdmok.

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy szimjegyeinek 0sszege és szorzata

is egyarant 247

Megoldas.

A keresett szdmokban el6fordulé szdmjegyek lehetséges értéke 1, 2, 3, 4, 6, 8 a szorzatra

vonatkoz6 feltétel alapjan.

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont
1 pont

7 pont

1 pont
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1 pont

7 pont

1 pont



A szdmjegyek nem novekvd sorrendbe rendezve a kovetkezdk lehetnek az Gsszegre adott
feltétel alapjan:

8,3 és 13 db 1-es,
6, 4 és 14 db 1-es,
6,2,2 és 14 db 1-es,
4, 3,2 és 15 db 1-es,
3,2,2,2 és 15 db 1-es. 2 pont

Az 0t lehetséges esetben a megolddsok szdma rendre

15! 16! 17! 18! 19! ) )
—_— Y —, . on
130 140 2014 150 1503l P
A keresett szdmok szdma az Ot esetben kapott értékek Gsszege. 1 pont
Osszesen tehat
15-144+16-154+17-8-154+18-17-164+19-17-16-3 = 22890
darab szdm felel meg a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy egyenl8szard haromszog magassagpontja M, stlypontja S. Az S pont rajta van a ha-
romsz0g beirt korén. Mekkora az M .S szakasz és a haromszog alaphoz tartoz6 magassaga-
nak ardnya?

Megoldas.
C Abrink jeloléseinek megfelelden legyen AF = FB =x, FM =y,
OF = OF = OS = r a beirt kor sugara, tovabba F'C = m.
Az S silypont osztdsi ardnydra vonatkozo tétel alapjan F'C' =m =
= 6r, igy OC = 5r. 1 pont
Az OEC derékszogli hairomszogbdl Pitagorasz tétele alapjan
EC =\/(57)* — 12 = 2rV6. 1 pont
S
Az AMF és a COFE haromszog hasonld, mert egy-egy derékszogiik
o ') van, valamint az A és C csidcsndl fekvo szogek merdleges szard he-
T gyesszogek. 1 pont
M, fov oodia FM _ OF y 1 | oont
edig — = —, azaz = = ——. on
A F B P TYE TR0 z 2V6 b

Az AFC és a CEO haromszog is hasonld, ezért

AF  OE x L hat 1 pont
_— = — azaz — = —— ehat = —r. on
FC ~ EC’ 6r ~ 26 2 P



,ezért y = —= =

1
26 276 24/6

Az el6z6ek alapjan igy

T 1 @ r
2

Mivel y_
x

,
MS 22—y 23 MS 7
FC  m 6r ’ FC 24°

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

dAzz"+(x+1D)"+(x+2)"+(@+3)"+(x+4)"+(x+5)"+(x + 6)" 6sszeg oszthatd
7-tel, ahol x egész szdm és n pozitiv egész szam. Oldjuk meg az n < 2012 egyenlStlensé-
get!

Megoldas.

Azx, x4+ 1, z+2, x+3, x+4, x+5, x+ 6 szamok 7-es maradéka mind kiilonb6z6, azaz
valamilyen sorrendben 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ezért elég vizsgdlni az 1™ +2" 43" +4" 45" 4+ 6"
Osszeg 7-es maradékat.

Ha n pératlan szam, akkor az af g PR Osszeg szorzattd alakitdsara vonatkozé szabdly

alapjan (a € Z*, b € Z*, k € N) a hatvanyosszeg az (1" 4+ 6") + (2" +5") + (3" +4") cso-
portositasnak megfeleléen oszthat6 7-tel.

Ha az n kitevd 6k alaki (k € Z1), akkor az 1% 4 26F 4 36k 4 46k | 56k 4 6% i5s7eg 7-es
maradéka 6, mert az 1%, (26)k, (36)k, (46)k, (56)k, (66)k hatvanyok 7-es maradéka rendre 1,
hiszen 1% maradéka 1, (2°)" = (8 - 8)* maradéka 1, (3°)" = (3*)** 7-es maradéka 1, tovabbé
1 és 6,2 és 5, valamint 3 és 4 7-es maradékdnak abszolut értéke kiilon-kiilon megegyezik,
a kitevGk pedig parosak (2k-val oszthaték).

Tehdt n = 6k (k € Z1) esetén a hatvanyosszeg nem oszthaté 7-tel.

Ha n = 6k +2 alaki (k € N), akkor az 16F72 4 26A+2 4 36k+2 4 g6h+2 4 §6kF2 4 G6RF2 pyq
vanyosszeg 7-es maradéka az el6z6 eset alapjan 1+ 2% + 3% 44> +5% 467 7-es maradékanak
felel meg, ami 0.

Ha n = 6k + 4 alaki (k € N), akkor a hatvinydsszeg 7-es maradéka az el6z6ek alapjan
142 4+3*+4%* +5* + 6% 7-es maradékéval egyezik meg, azaz 1 +2+4+4+2+1= 14
alapjén a hatvanyosszeg oszthaté 7-tel.

Osszesen igy az n kitevd értéke barmely 2012-nél kisebb, de 6-tal nem oszthaté pozitiv
egész szdm lehet.

1 pont
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2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



