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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Egy konferencidn magyar, angol, francia, német, olasz és spanyol tudésok vettek részt.
Valaki észrevette, hogy mindenkinek pontosan hat ismerdse van jelen, mind a hat nemzet-
bdl pontosan egy. (Az ismeretségek kolcsonosek, és senki nem szdmit a sajat maga ismerd-
sének.)

a) Bizonyitsuk be, hogy a résztvev8k szdma oszthaté 12-vel!

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n 12-vel oszthaté pozitiv egész szdm, akkor valGban létezhet
ilyen konferencia pontosan n résztvevgvel!

Megoldas. a) Beldtjuk, hogy minden nemzetségbe ugyanannyi résztvevd tartozik. Min-
den angol résztvev6hoz rendeljiik hozza francia ismerdsét. A feltételbdl vildgos, hogy mind-
egyikhez pontosan egyet rendeltiink, igy az angolok €s a francidk szdma megegyezik. Ezt
nyilvdn barmelyik két nemzetségre elmondhatnank. Mdsrészt beldtjuk, hogy minden nem-
zetségbe paros sok résztvevd tartozik. Minden magyarhoz rendeljilkk hozza magyar ismerd-
sét, igy a feltétel alapjan parokba rendeztiik a magyarokat, tehat a magyar résztvevlk paros
sokan vannak. Ezt is barmelyik nemzetségre elmondhatnidnk. Tehit 6sszességében minden

nemzetségbdl ugyanannyian €s paros sokan vannak, amibdl az allitds vilagos.

b) Legyen n = 12k, ahol k tetsz8leges pozitiv egész szam. Vegyiink fel 2k darab hatost:
Ay, ..., Ag, By, ..., Br. Egy hatos hat kiilonb6z6 orszagbdl érkezett emberbdl 4ll, minden
nemzetségbdl egy-egy emberbdl, akik koziil mindenki ismer mindenkit. Tegyiik fel tovdbba,
hogy minden 1 £ ¢ £ k-ra A; és B; kozott a kovetkez$ ismeretségek dllnak fenn: mindenki
ismeri a sajit honfitarsit. Mds ismeretség nincs. Vildgos, hogy a konstrukcié megfeleld.
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2. Egy hdromszog egyik csicsabol a masik két csicshoz tartozo két belso €s két kiilsd szog-
felezore mer6legeseket allitunk. Ezek a szogfelezbket a D, E, F' és G pontokban metszik.
Bizonyitsuk be, hogy ez a négy pont egy egyenesre illeszkedik!

Megoldas.

Jeloljikk a hdromszog A csucsdnak a B és C' csicsokhoz tartozd belsS és kiilsd szogfelezSkre
valé merSleges vetilletét By, B,, Cy, Cy-vel. Legyen BiB, NAB =D és C;C,NAC = E.
Mivel az egy csucshoz tartozd belsd és kiilsé szogfelez6k merdlegesek egymadsra, ezért az
AB;BB; és AC,CC, négyszogek téglalapok. Mivel a téglalap 4tl6i felezik egymadst, ezért
D és FE az AB, illetve AC oldal felezGpontjai, azaz DE kozépvonal az ABC' hiromszog-
ben, és igy DE || BC.

Masrészt a téglalap félatloi egyenld hosszisaguak, ezért a BD B, haromszog egyenl&szard.
Ezt felhasznalva:

DB,B< = B,BD<« =90° — g és BDB,< = 180° —2 (900 — g) = g.

Mivel BDB,<t = DBC< = 3, ezért B,D || BC.
Hasonl6 gondolatmenettel igazolhat6, hogy C»,F || BC.

Mivel a B, D és ChrE szakaszok részei a By B és C,C) szakaszoknak, DE || BC, ezért
a By, B, C}, C, pontok val6ban egy egyenesre esnek, és ez az egyenes az A BC' haromszog
BC oldallal parhuzamos kozépvonalara illeszkedik. Ezzel az allitast igazoltuk.

|
3. Tudjuk, hogy a + — = p, ahol p primszam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a

1 1 1
A=d'+ad+d+5+5+ 5
a a a
egész szam! Mennyi a p értéke, ha A-nak négy pozitiv osztdja van?
Megoldas. Alkalmazzuk a két tag 6sszegének négyzetére, illetve kobére vonatkoz6 azonos-
sagot az aldbbi médon!

2 3
1 , 1 , 1 5 1 1
at+—| =a+—5+2 & at—- | =a+—=+3(at+—-].
a a a o a
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Ebbdl

1 1Y 1 1y 1
a2+—2—<a—|——>2 és a3+—3—<a+—>3<a+—>.
a a a- a a

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

Igy

Tehat:

1 1 1
A:a4+a3+a2+g+$+¥:(p272)272+p3—3p+p272,

ami egész szam.
Alakitsuk 4t a kapott kifejezést az aldbbi médon!
A= -2 —2+p ~3p+p?—2=p" 4P +4-2+p ~3p+p* 2=
=p'+p’ = 3p" = 3p=p@* - 3)(p+1).

Mivel 4 =4-1=2-2, ezért A-nak csak gy lehet négy pozitiv osztéja, ha egy primszam
harmadik hatvanya, vagy két primszdm szorzata. Az elsé nem dallhat fenn, hisz a p és p + 1
relativ primek, a masodik pedig csak dgy 4llhat fenn, ha p és p + 1 prim, a p> — 3 pedig 1.
Ebbdl jon, hogy p=2¢é A=6¢és a=1.
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