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1. Keressiik meg az 0sszes olyan egymads utani egész szdmokbdl 4116 szdmotost, ahol az elsé
harom szdm négyzetének Osszege egyenld az utolséd kettd szam négyzetének Osszegével!

1. megoldas. Az els6 szamot x-szel jelolve irjuk fel az 6t szdm négyzetének Osszegét:
P4 (x+1)> 4 (2 +2)° = (2 +3)7 4 (2 +4)>

Végezziik el a négyzetre emeléseket. Osszevonds utdn kapjuk, hogy

2> —8x—20=0.

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet:
I. médszer:
Alakitsuk szorzattd: (z + 2)(x — 10) = 0.
Egy szorzat akkor nulla, ha egyik tényezgje nulla.
Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az xy = 10 és az z, = —2.
Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamotosok elégiti ki.
II. médszer:

Alakitsuk 4t az z? — 82 — 20 = 0 egyenletet teljes négyzetté kiegészitéssel.
(x —4)* = 36.
Az egyenlet bal oldalin egy teljes négyzet van, a jobb oldalin egy négyzetszam. fgy
a fenti egyenlet igaz lesz, ha © — 4 = 6 vagy ha © — 4 = —6.
Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az xy = 10 és az z, = —2.
Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamétosok elégitik ki.
III. médszer:

Oldjuk meg az z* — 8z — 20 = 0 mdsodfokid egyenletet a méasodfokd egyenlet megol-
doképletének segitségével:

—b+ Vb —4ac  8+64+80 8+V144 8412
2a - 2 a 2 2

T2 = =4 +t6.

1

1 pont

2 pont

1 pont
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1 pont
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1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

2 pont



Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az z; = 10 és az z, = —2.

Ezért a feladatot a {10,11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamotosok elégitik ki.

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A kozépsé szamot x-szel jeldlve irjuk fel az 6t szdm négyzetének Osszegét:

(z—=27+ (-1 422=(+1) + (z+2)

Végezziik el a négyzetre emeléseket. Osszevonds utdn kapjuk, hogy

2> — 122 = 0.

Oldjuk meg a masodfokd egyenletet:

L

IL.

III.

modszer:

Alakitsuk szorzatta: x(x — 12) = 0.

Egy szorzat akkor nulla, ha egyik tagja nulla.

Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az z; = 0 és az x, = 12.

Ezért a feladatot a {10,11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamotosok elégitik ki.
modszer:

Alakitsuk 4t azz® — 122 = 0 egyenletet teljes négyzetté kiegészitéssel.

(z — 6)* = 36.

Az egyenlet bal oldaldn egy teljes négyzet van, a jobb oldaldn egy négyzetszam. Igy
a fenti egyenlet igaz lesz, ha x — 6 = 6 vagy ha © — 6 = —6.

Azaz a masodfokd egyenletnek két gyoke van: az 1 =0 és az x, = 12.

Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szdamotosok elégitik ki.
modszer:

Oldjuk meg az 2> — 12z = 0 masodfoki egyenletet a masodfokd egyenlet megoldékép-

letének segitségével:

—b+ VP —dac  12+/144-0 12+V144 12412
2a - 2 - 2 2

6+ 6.

T1p =

Azaz a masodfoku egyenletnek két gyoke van: az xy = 0 és az x, = 12.

Ezért a feladatot a {10, 11,12,13,14} és a {—2,—1,0, 1,2} szamétosok elégitik ki.

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Egy 2r sugart korbe r sugard koroket rajzolunk az dbra szerint. Hanyadrésze a fehéren
maradt teriiletek 0sszege a kozépen kialakulé négyzet teriiletének?

Megoldas. A nagy kor sugara 2r. Igy a teriilete Thagyksr = 47?7, 1 pont

A kozépen kialakul6 kis négyzet oldala a kis kor atmérdje, azaz 2r. Igy a kis négyzet teriilete

2
Tnégyzet = 4r-. 1 pont

A szinezett részek teriilete 4 kis félkor teriiletének és kozépen 4 {ves tartomdny teriiletének
Osszege. 1 pont

7"271'

A kis félkorok teriiletének Osszege Trsiksrok = 4 - - 1 pont

A kozépen 1év6 négy ives rész teriiletének fele megkaphatd, ha egy ne-
gyed kis kor teriiletébdl kivonunk egy r befogdkkal rendelkezd egyenls-

»  szaru derékszogli hdaromszog teriiletét. 1 pont
1 r’r orer
T = Thyes = — — —. 1 pont
2 1ves 4 2 p

Igy a fehéren maradt teriiletek Osszegét megkapjuk, ha a nagy kor teriiletébdl levonjuk
a 4 félkor, és a négy ives rész teriiletének Osszegét:

2
) rem rT r-r
Tehér = Tnagykér — Treikorok — 4 - Tives = 4r°m —4. — — 8- < — = | =

= 47’1 — 2r%7 — 21’ + 4r? = 42,

Azaz a fehéren maradt teriiletek Osszege a kis négyzet teriiletével egyezik meg. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Melyek azok az N pozitiv egész szamok, amelyeknek primtényezds felbontdsaban csak
a 2 és a 3 hatvdnyai szerepelnek, és N osszes osztéjanak a szdma harmadrésze N? oszt6i
szdmanak?

Megoldas. Ha N = 2P3%, akkor N osztéinak szdma: (p + 1)(q + 1), N? osztéinak szdma
(2p + 1)(2g + 1), ahol p és g pozitiv egészek. A feltétel szerint:

2p+1)2¢+1)=3(p+1)(g+1). 1 pont
e fon 4 o ez p+2 3 . ok
A zéargjelek felbontdsa és rendezés utin q¢ = 1 1+ p— (1 pont a j6 rendezésért,
p— _

1 pont az egész levdlasztdsért vagy mads, a tovdbbiakat indokold 1épésért.) 2 pont
Akkor kapunk csak egészet, ha p — 1 oszt6ja 3-nak, vagyis p — 1 =1 vagy 3. 1 pont
A lehetséges megolddsok: p =2, ¢ = 4-bdl N =2%3* (= 144), illetve p =4, q = 2-bdl
N =2%3% (= 324). 2 pont
A kapott szdmok megfelelnek a feltételeknek (ellen6rzés). 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Adott a sikon tiz pont, egy szabdlyos tizszog csucsai. Hanyféle médon valaszthatok ki
ezen pontok koziil egy olyan hdromszdg csicsai, amely belsejében tartalmazza a tizszog
kozéppontjat?

Megoldas. Nevezziik ,,j6”-nak azokat a haromszogeket, amelyek belsejitkben tartalmazzdk
a sokszog kozéppontjat. A szabdlyos tizszog leghosszabb 4tléi dtmennek a kozépponton,
tehat ezek nem lehetnek jé haromszog oldalai. 1 pont

Jeloljiik ki a tizszog egyik csucsét, és szdmoljuk meg el6szor az olyan j6 haromszogeket,
amelyeknek ez a kijelolt pont az egyik cstcsa.

Az el6z6 észrevétel és egy dbra alapjan adddik, hogy 6 ilyen j6 hdromszog van. 3 pont

A kivalasztott pont 10-féle lehet, de minden jé haromszoget haromszor szamoltunk, a harom
csticsdnal.

Tehat 0sszesen

= 20 megfelel6 haromszog valaszthaté ki a szabdlyos tizszog cstcsai

koziil. 3 pont

Osszesen: 7 pont



5. Egy k-szor n-es sakktdbla (k > 1, n > 1) mindegyik mezdjén dll egy figura. Egy adott
jelre mindegyik figura egy, a sajat mezdjével élben szomszédos valamelyik mezére 1€p.
Ha k + n = 2012, akkor hdny darab (k;n) szdmpar esetén lehetséges, hogy a 1épések utdn
mindegyik mez6n legyen figura?

Megoldas. Ha k és n is pdratlan szam, akkor a szokasos fekete-fehér szinezés esetén va-
lamelyik szini mez6bdl 1-gyel tobb van, mint a masikbol.

Ha példdul a fehér szinii mezdk szdma nagyobb, akkor a fehér mezdn 4ll6 figurdk csak
fekete szinli mezoére 1€phetnek, ezért valamelyik fekete szini mezén legalabb két figurdnak
kell dllnia a 1épések utan.

Tehat k és n értéke egyszerre nem lehet pératlan, ha a 1épések utdn mindegyik mezén van
figura.

Mivel k +n = 2012 péaros szam, igy k és n értéke is — a feltételek teljesiilése esetén — csak
paros szam lehet.

A (k;n) szampérokban igy k értéke 2, 4, 6, 8, ..., 2010 lehet. Ekkor a lehetséges megfeleld
szampdarok szdma 1005.

Mind az 1005 darab szampdr esetén megvaldsithaté a feladat feltétele, példaul ugy, hogy
minden egyes sorban a paronként szomszédos mezokon all6 figurdk helyet cserélnek az adott
jelre.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



