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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012 és a 2013 szdmoknak,
melyben barmely négy egymdst kovetd szdm Osszege oszthaté 3-mal?

Megoldas. Minket csak a megadott szamok harmas maradékai érdekelnek. Ezek rendre O, 1,
2,0, 1, 2, 0, melyek Osszege oszthaté 3-mal. Legyen a szdmok, egy a feladatnak megfeleld
sorrendje ny,ny, . ..,n7! Mivel ekkor 3 | (ny +ny +n3 + ng) és 3 | (ng +ns +ne +n7), igy
3 | ny 4+ ny + n3 + ng + ng + ns + ng + n7. De a hét szdm harmas maradékdnak az dsszege
oszthat6 3-mal, igy az el6zGek alapjan 3 | ny4. EbbOl kovetkezik, hogy 3 | ny 4+ ny + n3, ami
csak dgy lehet, hogy az els6 harom szadm hdrmas maradéka paronként kiilonboz6, azaz 0, 1,
2 valamilyen sorrendben. Mivel 3 | ny 4+ny +n3+n4 és 3 | np+ns+mng+ns, igy 3 | ns —ny,
hasonléan 3 | ng — ny és 3 | n; — n3, azaz harmas maradékaik paronként egyenldk, ezért az
elsé hdrom szdm meghatdrozza az utolsé hdrmat. Ez alapjan n4 haromféle lehet, mig n;, n,,
ns3 értékeit 2° - 3! féleképpen vilaszthatjuk meg, igy a feladatnak megfelel sorrendek szdma
3.2%.31 = 144.

2. Adott egy kor az AB atmérgjével. Legyen C' a korvonal A-tdl és B-t6l kiilonb6z4 pontja!
Az ABC haromszog AB oldalan felvesszik a D és E pontot gy, hogy AD = AC' és
BE = BC teljesiiljon. Legyen k; a BC' befogdt érinté D kozépponti, mig k, az AC be-
fogét érinté E kozépponti kor! Legyen 7' az ABC haromszog beirt korének, mig 77 a k;

és T, a ky kornek a teriilete! Hogyan vegyiik fel a C' pontot, hogy a tort értéke

T
T+ T
maximdlis legyen? Mekkora ez a maximaélis érték?

Megoldas. Thalész tételébdl kovetkezik, hogy az ABC haromszog derékszogl, melynek
atfogdja AB.

G Készitstink 4brat!
Legyen a haromszog atfogdjahoz tartozé magas-
F saga CT! Mivel AD = AC, ezért
ky 180° —
k J ADC = —5— =90° - 2,

iey DOT = % Mivel BCT< = o, ezért DC



a BCT szog felezGje. gy D egyenls tavolsigra van a C'T és CB egyenesektdl, tehdt k|
érinti CT-t is. Mivel C'T merSleges DT -re, ezért az érintési pont T'. Hasonléan belathato,
hogy k, T-ben érinti CT-t. Ebbdl kovetkezik, hogy ED = R+ r. Mivel EB = BC = a és
AD = AC =b, ezért ED = a+ b — c. Ismert, hogy a deréksz6gii haromszog beirt korének
sugara 1, = (a + b — ¢)/2, igy r, = (R + r)/2. Ezek alapjén
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hisz 2Rr < R?+72 < 0 < (R —r)*. Egyenl&ség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha R = r,
azaz ha az FDC haromszogben a C'T" magassag egyben szimmetriatengely, tehat az EDC
hdromszog egyenld széard. Ekkor a DCT és ECT szogek egyenldk, tehdt o/2 = /2, azaz
«a = f3, tehat az ABC haromszog egyenl$ szard. Tehat a tort értéke akkor maximalis, ha C'

1
az AB iv felezGpontja. A maximalis érték 5

3. Az z, y, z egész szdmokra teljesiil, hogy x 4+ y + z = 2. Tudjuk, hogy az
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0sszeg egy primszdm reciprokdval egyenld. Melyik ez a primszdm?
Megoldas. Mivel x +y+ 2z =2, igy 2 — 1 =1—x —y. Ez alapjan
zy+z—l=sy—z—y+1=(x—-1)(y—1).
A t6bbi ehhez hasonléan 4talakithato:
yz+rx—1=@w—-1(z—-1) é za+y—1=(z—1)(x—1).
Ez alapjan az algebrai tortek 0sszege

1 1 1
+ + =
zy+z2—1 yz4+ax—1 zzx+y—1

_ 1 n 1 + 1 _
S @-Dy-1) -DE-1) (-DE-1)
r+y+2z2-3 -1

T @-Dy-DE-1) (@-Ly-LE-1)

Legyen a primszdm ¢!

Ekkor (x —1)(y —1)(z — 1) = —q. Azaz felirtuk a ¢ primszém ellentettjét harom egész szdm
szorzataként, ami csak gy lehetséges, hogy a tényez8k koziil az egyik 1, a masik —1, a har-
madik g, vagy kettd darab 1-gyel egyenld és a harmadik —g-val, vagy kett6 —1-gyel egyenld
egy pedig —g-val.

Az el6 eset teljesiil, ha pl. x =2, y =0, z = ¢+ 1 (ez szimmetria okokbdl feltehets), ebbdl
kapjuk, hogy 2 + 0+ ¢+ 1 = 2, amibdl kapjuk, hogy ¢ = —1, ami nem prim.



A madsodik eset teljesiil, ha pl. x =2, y =2 és 2 = —q + 1. Ebbdl kapjuk, hogy

24+2—q+1=2, azaz q=3.

A harmadik esetén pl. £ =0, y=06és 2= —q+ 1. fgy 0+0+ —¢g+1 =2, innen g = —1.

A q =3 esetben tehdt x =2, y =2, z = —2. Ekkor a feladatban szerepld tortek egyiké-
nek sem 0 a nevezdje. Ellen6rzéssel meggy6zdhetiink az eredményiink helyességérdl. Tehat
a keresett prim a 3.



