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Megoldasok és javitasi atmutato

1.Ha A=1111111111és B = 111111, akkor mennyi A és B legnagyobb k6z6s osztdja?

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy két szam legnagyobb k6z6s osztdja a két szam kiilonbségét
is osztja: d = (A; B) = d | A— B = 1111000000.
Mivel A és B paratlan, tovabbd egyik sem oszthatd 5-tel, ezért a legnagyobb kozos osztd

P

sem 2-vel sem 6ttel nem oszthat6. gy az el6z6 feltételbdl d | 1111 kovetkezik.

Most azt tudjuk, hogy a keresett d B-nek és 1111-nek is osztdja, tehat ezek kiilonbségét is
osztja: d | 111111 — 1111 = 110000. Elismételve a fenti okoskodast, innen d | 11 kovetke-
zik.

Az eddigiek alapjan d = 1 vagy d = 11. Konny{ ellendrizni (vagy a 11-es oszthat6sagi sza-
balyt ismerve is kovetkezik), hogy 11 | A és 11 | B.

Tehat a keresett érték, A és B legnagyobb kozos osztéja a 11.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Mennyi az f(x) = ‘xz — :):| + ‘:pz + 3z + 2‘ fiiggvény legnagyobb és legkisebb értéke

31
a [—2; 2} zart intervallumon? Mely helyeken veszi fel ezeket az értékeket?

Megoldas. A madsodfokd kifejezések elGjelének vizsgdlata, az abszolit érték felbontdsa:

|a? —z| =2* —z, ha z €]—00;0]U[1;00[,

|2 —z| =2 —2*, ha z€]0;1[,

|x2—|—3x—|—2‘:x2—|—3x+2 ha z € |—o0; 2] U[—-1;00],
|w2+3m+2‘:—x2—3x—2, ha z €]-2;—1].

1 pont

1 pont



A megadott intervallumon a fiiggvényt a kovetkezd hozzdrendelési szabdlyok adjak meg:

3
flx) = -4z -2, ha x € {—2;—1[,
) 1?3
flz)=22"4+2x+2=2 z+5)+5, ha z € [-1;0],
1
f(z) =4z + 2, ha xE]O;Z].

Az f(z) fuggvény folytonos az adott intervallumon. Grafikonja szimmetrikus az intervallum
felezési pontjara, az x € [—%; —%] intervallumon szigord monoton csékkend, az x € ]—%; %]
intervallumon szigord monoton névekedd, mivel az intervallum zart, igy a maximumat a
végpontokban veszi fel. (Grafikon felrajzoldsa vagy rovid indoklas.)

l z

A minimuméat az x = —% helyen veszi fel, fiin = 3 a maximumét az z = 3
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helyeken veszi fel, €s frax = 4.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Mekkora a szinezett részek teriileteinek Osszege, ha a kis korok sugara r?

Megoldas.

Az O kozéppontu négyes forgasszimmetria miatt az ABCD
négyszog négyzet.

A
A nagyobb kor sugara a négyzet atléjdnak fele, azaz
0) R =2r.
Az A és O végpontu, két negyedkorrel hatarolt teriiletet két
negyedkor teriiletének 6sszegébdl az AEOH négyzet terii-
UC letét levonva kapjuk meg:

2

TAozzT—'I"

1. megoldas. A nagyobb, R sugari korben, az ABC D-n kiviil 1€v{ teriiletek 6sszegét meg-
kapjuk, ha az R sugard kor teriiletébdl levonjuk a négyzet teriiletét:

Tiass = R>m — (2r)*.

D Ha r a kis kor sugara, akkor az ABCD négyzet oldala 2r.

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Vonjuk le az AEFOH négyzet teriiletébdl a Tyo teriiletet! Az ABC D négyzetben 1évo szi-

nezett részek teriiletek 6sszege ennek négyszerese lesz:

Thetss =4+ (17 —Tap) = 4- (7“2 - <2r2§ — r2>) =4. (27“2 — ng

= 872 — 21’1 = &% — R’m.

fgy a keresett szinezett részek 0sszege Tiiiss + Thelss = 472,

):

1 pont

1 pont

2. megoldas. A szinezett részek Osszegét megkaphatjuk, ha az R sugari kor teriiletébdl

kivonjuk a T4 teriilet négyszeresét:

T=Rnr—4-To.
Behelyettesitve R-et és T 4o értékét, majd 4talakitva:

2
T = (\/57“)27( —4. <2T47T - r2> = 2r°m — 202 + 4r? = 4r2,

Igy a keresett szinezett részek osszege T = 412,

1
4. Legyen A= ——, B =
& 2-3 (

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

V5-v2v3)(V2V3+V5), C = /7 —4/3. Bizonyitsuk

be, hogy a K = \/ (A+ B — C) - n+ 2 kifejezés értéke minden n természetes szdm esetén

irracionalis!

Megoldas. Az A, B és C kifejezéseket hozzuk egyszer(ibb alakra.

Az A kifejezés a nevezd gyoktelenitésével

gL _2+\@:2+\@:2+\/§
2—-V3 2-V3 2+3 4-3

alakra hozhato.

1 pont

A B kifejezés egy nevezetes azonossag felismerésével (vagy zardjelfelbontds ttjan) a

B=(V5-V2V3)(V2V3+3) = (V3 - V2V3) (V5 + V2B ) =5-2V3

alakot olti.

A C kifejezés négyzetgyok alatti része egy kéttagd kiilonbség négyzete, ezért

1 pont

C=VT-4/3= 243+ (V3) = \/(2-V3) =2— V3| =2- 3. 2 pont

Ezen értékeket behelyettesitve A+ B —C =2++v3+5-2v3—(2—+/3) =5 adédik, tehdt

a vizsgalandé kifejezés a K = v5n + 2.

1 pont



Indirekt tegyiik fel, hogy K valamilyen n esetén raciondlis. Mivel n természetes szdm, ezért
5n+ 2 is az, tehat ha v5n + 2 raciondlis, akkor egész is, vagyis 5n + 2 négyzetszam.

Viszgédljuk meg, hogy egy természetes szdm négyzete milyen maradékot adhat 5-tel osztva.
— ha a szam 5k alakd, akkor a négyzete 25k” alakd, tehat a maradék 0.

— ha a szdm 5k + 1 alakd, akkor a négyzete 25k & 10k + 1 alaku, tehat a maradék 1.

— ha a szdm 5k + 2 alakd, akkor a négyzete 25k> & 20k + 4 alakd, tehat a maradék 4.

Mas lehet&ség nincs, tehat egy négyzetszam 5-tel osztva nem adhat 2 maradékot, igy 5n + 2
nem lehet négyzetszdm. Ellentmonddsra jutottunk, vagyis K valéban minden természetes
n értékre irraciondlis.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Egy kocka csticsait megcimkézziik az 1,2, ...,8 szdmokkal (minden cimkét pontosan egy
csdcsra frunk fel). A kocka egy lapjanak értéke: a lapot hatarol csicsokon 1év6 szamok
osszege.

Legfeljebb mekkora lehet egy kocka legkisebb értékii lapjanak értéke?

Megoldas. Mivel minden cimkét haromszor szamolunk (hiszen minden cstics 3 laphoz tar-
tozik), igy a hat lap osszértéke: 3- (1 +2+3+4+5+6+7+8) = 108.

Igy a legkisebb értéki lap értéke legfeljebb 108 /6 = 18.

(Megjegyzés: Ha a didk azzal érvel, hogy egy atlagos lap értéke 18, és mivel nem lehet
minden lap értéke nagyobb, mint az atlag — igy legfeljebb 18 a legkisebb értékii lap értéke
kapja meg az 1 + 2 pontot.)

Ahhoz, hogy a legkisebb Osszeg 18 legyen az kell, hogy az Osszes tobbi lapdsszeg is 18
legyen.

(Megjegyzés: Emiatt a kocka parhuzamos 4 élén felviltva a, 18 — a, a, 18 — a 0sszegeknek
kell szerepelni, ami miatt konnyd taldlni j6 megoldast.)

Es ez meg is valdsithatd, példaul az aldbbi médon:

1 8

1 pont

2 pont

1 pont

3 pont

Osszesen: 7 pont



