Kezdok II. kategéria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:

(1 2 =9(y* =3y +3) =0,
) Yy —9(z*=32+3) =0,
©) 2 —9(2* =3z 4+ 3) =0.

2. Az ABC haromszég AD, BE és CF sulyvonalai az S pontban metszik egymast. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha az AES, BDS és C'DS haromszogek beirt koreinek sugara azonos
nagysagu, akkor az ABC' haromszog szabélyos!

3. Legfeljebb hany szdmot lehet kivélasztani az {1,2,3,...,100} halmazbdl dgy, hogy se-
melyik két kiilonbdz6ének a szorzata ne legyen négyzetszam?



Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazin az aldbbi egyenletrendszert:

(D 2 —9(y* =3y +3) =0,
(2) y? —9(2* —32+3) =0,
3) 72 —9(2* =3z +3) =0.

Megoldas. Irjuk fel az egyenletrendszert az aldbbi alakban:
(y—3) =y’ -2,
(z—3)° =2 -y,
(x—3) =2 -2

Az egyenleteket Osszeadva:

“4) (=37 +@w-3>+(=-37°=0.

A kapott egyenlet baloldaldn szerepl kifejezések valamelyikének nemnegativnak kell lennie,
ezért az egyenlet szimmetridja miatt az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
T = 3.

Ekkor a (3)-as egyenlet atrendezésével

23 =27 =9z(z - 3).

Ebbdl az z-re tett feltétel alapjan z° — 27 > 0, azaz z > 3.
Hasonloképpen adédik a (2)-es egyenletbdl, hogy y = 3.

Mivel 3 nemnegativ szdm 0sszege pontosan akkor 0, ha minden tag értéke 0, ezért a (4)-es
egyenlet figyelembevételével az egyenletrendszer egyetlen megolddsa: x =y = 2z = 3.

A kapott értékeket ellendrizve azok teljesitik a feladat feltételeit.

2. Az ABC haromszog AD, BE és C'F sulyvonalai az S pontban metszik egymadst. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha az AES, BDS és C'DS hiromszogek beirt koreinek sugara azonos
nagysagu, akkor az ABC' haromszog szabalyos.



Megoldas. A feladatban szerepld korok sugarat, kozéppontjait és érintési pontjait jeloljik
az dbra szerint.

A

B Q D C

A BDS és CDS hiaromszogek teriilete megegyezik, mivel az S-b6l indulé magassaguk
kozos €s az S-sel szemkozti oldaluk egyenld hosszu.

A BDS haromszog feloszthaté az O,BD, O,DS és 0,5B, a CDS haromszog pedig
az O3DC, O3CS és 035D haromszogekre.

Az O, BD haromszog teriilete megegyezik az O3 DC haromszog teriiletével, mivel az egyik
oldaluk €s a hozza tartoz6 magassaguk egyenld. Hasonloképpen az O, DS és az O3 DS ha-
romszogek teriilete is azonos. Emiatt az 0,5 B haromszog és az O;C'S haromszog teriilete
is megegyezik.

Mivel ezen két hdromszognek van két egyenld hosszisdgd magassiga, ezért a hozzitartozd
egy-egy-oldaluk is megegyezik, azaz BS = CS.

Tudjuk, hogy BD = DC, tehat BDSA = C'DSA, mivel oldalaik paronként egyenlSk.
Az egybevagdsag alapjan BDS< = CDS< és BDS<+ CDS< = 180° alapjan BDS< =
= CDS<=90°.

Mivel az AD silyvonal egyben magassag is az ABC' haromszogben, ezért az ABC' harom-
sz0g egyenlszara és AB = AC.

Mivel az O; és O, az ASE< és a BSD< szogfelezGjén helyezkednek el és ASE< =
= BCD«, ezért O,SR<t = 0,SL<. Tovabbd O;L = O,R és O, LS<t = O,RS< =90°
alapjan O;SLA = O,SRA és SL = SR.

Az ASE és BSD hiaromszogek 3-3 egybevagd haromszogparra bonthaték fel (O;SLA =
= OSKA, O.ELA =2 OEMA, OiAMNA = O1AK/A, illetve O,SRA = O,SPA,
O,BPA =2 0;BQA, O,DQA = O, DRN).

Felhasznalva, hogy az ABC hdromszoget sdlyvonalai 6 egyenld teriiletdi részre bontjak:

t(ASEA) =t(BSDA), azaz

SL-r AM-r ME-r SP-r BQ-r QD-r
2 =2 .
< 2 + 2 + 2 > < 2 + 2 * 2 )



Mivel SL = SP,

AM + ME = BQ +QD,

AE = BD,
1 1
5AC = 2BC,

AC = BC.

Ezzel belattuk, hogy az ABC' haromszog szabdlyos.

3. Legfeljebb hdny szdmot lehet kivélasztani az {1,2,3,...,100} halmazbdl tgy, hogy se-
melyik két kiillonboz6nek a szorzata ne legyen négyzetszam?

Megoldas. Egy pozitiv egész szamrdl azt mondjuk, hogy négyzetmentes, ha nincs 1-nél
nagyobb négyzetszam osztdja, masképpen szdlva: a primtényezds felbontdsiban minden
primszdam 1 kitevdvel szerepel. Jeloljik M (n)-nel az {1,2,3,...,n} halmazban levd
négyzetmentes szamok szamdt. Belatjuk, hogy legfeljebb M (n) szdm vélaszthaté ki
az {1,2,3,...,n} halmazbdl dgy, hogy semelyik kett§ szorzata nem négyzetszam, és hogy
ennyi kivalaszthat6.

Egyrészt ennyi kivélaszthatd: valasszuk ki az 0sszes négyzetmentes szdmot. Ha vesziink két
kiilonboz6t, akkor van olyan p primszdm, ami pontosan az egyiknek a primtényez6s felbon-
tasdban szerepel (€s abban az els6 hatvanyon). Ekkor a szorzatukban is az els6 hatvanyon
szerepel, vagyis a szorzatuk nem négyzetszam.

Masrészt tobb nem vdalaszthaté ki. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi segédtételre: minden &

pozitiv egész szam felirhaté k = a®b alakban, ahol a, b pozitiv egész szdmok, és b négy-
zetmentes. Ennek bizonyitdsa a kovetkezd. Legyen a® a k szdm legnagyobb négyzetszdm
k
osztdja, €s legyen b = —. Nyilvan b is egész szam, dllitjuk, hogy négyzetmentes. Legyen
a
¢ a b egy négyzetszam osztéja, ahol ¢ pozitiv egész. Be kell latnunk, hogy ¢ = 1. Nyilvan
) b
k= (ac)”—,
&
valasztottuk, hogy k legnagyobb osztdja legyen, nyilvan ¢ = 1. Ezzel a segédtétel bizonyi-
tasat befejeztiik.

és mivel b/c? egész, ezért (ac)® a k egy négyzetszam osztéja. Mivel a’-et tigy

Most térjiink vissza a feladathoz. Tegyiik fel, hogy M (n)-nél tobb szdmot valasztottunk ki
az {1,2,3,...,n} halmazbdl. Minden kivélasztott szdmot irjunk fel négyzetszdm - négyzet-
mentes alakban, ami a segédtétel értelmében megtehet. A négyzetmentes részek
az {1,2,3,...,n} halmazbdl keriilnek ki. Mivel ebben a halmazban M (n) darab négyzet-
mentes szam van, a kivélasztott szamok pedig M (n)-nél tobben vannak, a skatulya-elv ér-
telmében van két olyan, amelyeknek a négyzetmentes része megegyezik, legyenek ezek a%b
és a2b. Ekkor ezek szorzata (aa,b)?, ami négyzetszam.

Most n = 100-ra specializalunk, M (100) = 61, azaz ennyi a kivalaszthaté szamok maxima-
lis szdma.



