Kezdok III. kategoria, 2. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Két egységsugard kor metszi egymast az A, B pontokban. Hizzuk meg a két kor egyik
kozos kiilsd érint6jét, a keletkezb érintési pontok legyenek F és F, ekkor EBF' A egy kon-
kav négyszog.

Legfeljebb mekkora lehet ennek a négyszdgnek a teriilete?

Milyen messze van a két kor kdzéppontja egymdstdl, ha a négyszog teriilete maximalis?

2. Legyenek aj,ay,...,a100,b1,02,...,b100 az 1,2,...,200 szamok valamilyen sorrendben.
Adjuk meg az ay,ay, . .., a0, b1,ba,. .., b1 szamokat gy, hogy az (a; — bj)2 (1 <7100,
1 £ j £ 100) szdamok Osszege a lehetd legkisebb legyen!

3. Egy 16 tagi Osszejovetelen a vendégek kézfogdssal idvozolték egymadst (de nem biztos,
hogy mindenki mindenkivel kezet fogott). Valaki észrevette, hogy barmelyik két vendéghez
talalhat6é két masik, akik mindkettejiikkel kezet fogtak.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan vendég, aki legaldbb 6 mdsik vendéggel fogott kezet!

b) Biztosan van-e olyan vendég, aki 7 mdsik vendéggel fogott kezet?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Két egységsugari kor metszi egymdst az A, B pontokban. Hizzuk meg a két kor egyik
kozos kiilsé érintdjét, a keletkezd érintési pontok legyenek E és F', ekkor FBF' A egy kon-
kav négyszog.

Legfeljebb mekkora lehet ennek a négyszdgnek a teriilete?

Milyen messze van a két kor kdzéppontja egymdstdl, ha a négyszog teriilete maximalis?

Megoldas.

Készitsiink abrét, a korok kozéppontjait jeldljik Oy,
Oz-Vel.

Szimmetria okokbdl EBF' A egy deltoid, a keresett
teriiletet pedig EBF és EAF egyenlészari harom-
sz0g teriiletének kiilonbsége adja meg. A korkozép-
pontok tdvolsagat jeloljik 2x-szel (0 < x < 1, hi-
szen 2 metszéspont van), a korok metszéspontjainak
tavolsagat pedig 2y-nal, s mivel egységkorokrdl van
526, igy 2* +y* = 1.




Mindkét haromszog alapja 2z, az egyik magassidga 1 + y, a masiké 1 — y, igy a teriileteik
kiilonbsége:
2z(l+y) 2z(l —y)

tEBFA = 5 - 5 = 2xy.

A mértani és a négyzetes kozepek kozti egyenlStlenség alapjan
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Vagyis /xry nem haladhatja meg \/;-et, s ezt pontosan akkor veszi fel, ha x =y =1/ V2.

Ekkor zy = 1/2, azaz a kérdéses teriilet 1 teriiletegység. Ekkor a korkozéppontok tdvolsdga

2-1/V2=V2.

2. Legyenek ay,as,...,a100,01,02,...,b100 az 1,2,...,200 szimok valamilyen sorrendben.
Adjuk meg az aq,ay,. . .,ai00,b1,b2,. .., bioo szdmokat gy, hogy az (a; — bj)2 1 <4100,
1 = 7 < 100) szdmok Gsszege a lehetS legkisebb legyen!

Megoldas. A kérdéses Osszeget irjuk it a kdvetkezd mddon:
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ZIOO(CL%—FG%—F+a%00+b%+b%++b%00)_
_Z(CLI+a2+...+a]00)(b]+b2—|—...+b100):
=100(1* + 2% + ... +200%) — 2(a; +a> + ...+ aioo) (b1 + b2 + ... + bigo)-

Ez azt jelenti, hogy S akkor minimdlis, ha az (a; +ay + ...+ aj00)(b1 + b2 + ... + bioo)
szorzat maximalis.

A szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint

(a1 +ar+...4+ai00)(bi +boa+ ...+ big) =

< <a1—|—a2+...+a100—|—b1+b2+...+b100>2_ <1+2—|——|—200>2
2 B 2 ’

és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a; +ax + ... 4+ ajg0 = b1 + b2 + ... + bigo.

Ez pontosan akkor fordulhat els, ha az elsé 200 pozitiv egész szdmot szét lehet osztani
két darab 100-as csoportba tgy, hogy azokban a szdmok Osszege megegyezzen. Ez persze
megtehetd, alkossa példdul az {1;200}, ..., {100; 101} pérok koziil 50 az egyik csoportot,
50 a mésikat. Azaz példaul, az a; =1, ap =2, ..., aso =50, as; = 151, as, = 152, ...,
a0 = 200, by =51, by =52, ..., bigo = 150, egy jo megoldas.



3. Egy 16 tagi Osszejovetelen a vendégek kézfogassal idvozolték egymadst (de nem biztos,
hogy mindenki mindenkivel kezet fogott). Valaki észrevette, hogy barmelyik két vendéghez
taldlhat6é két masik, akik mindkettejiikkel kezet fogtak.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan vendég, aki legaldbb 6 masik vendéggel fogott kezet!

b) Biztosan van-e olyan vendég, aki 7 masik vendéggel fogott kezet?

Megoldas. «) Indirekt tegyiik fel, hogy minden vendég csak legfeljebb 5 mdsikkal fogott
kezet.

Legyen A és B két vendég. Az 0sszes olyan vendégnek, aki kezet fogott A-val és B-vel,
adjunk egy cédulat azzal a felirattal, hogy ,,Te kezet fogtal A-val és B-vel”. Ezutan tegyiik
ezt meg A és B helyett a vendégekbdl alkotott Gsszes parral. Most szamoljuk le a kiosztott
céduldkat kétféleképp.

Egyrészt barmely A, B-hez két olyan ember is van, akinek réluk sz6l6 cédulat adtunk: azok-
nak, akik A-val és B-vel is kezet fogtak. A 16 emberbdl 16 - 15/2 = 120 par alkothatd, pa-
ronként legalabb két cédulat kiosztottunk, igy a kiosztott céduldk szdma 120 - 2 = 240.

Masrészt egy rogzitett embernél pontosan annyi cédula van, ahdny part lehet alkotni azokbdl
az emberekbdl, akikkel kezet fogott (minden egyes a vele kezet fogott emberekbdl alkotott
parrdl szolé cédula van néla, és masmilyen nincs). Mivel egy rogzitett ember legfeljebb
5 masikkal fogott kezet, dsszesen legfeljebb 5-4/2 = 10 cédula lehet néla. Ez a 16 emberre
osszesen legfeljebb 16 - 10 = 160 cédula.

Azaz a kiosztott céduldk szdma egyrészt legalabb 240, masrészt legfeljebb 160, ami ellent-
mondés.

b) Nem. Jegyezziik fel a 16 vendég nevét egy 4 x 4-es tdbldzatba, és fogjon mindenki kezet
a vele egy sorban vagy egy oszlopban all6kkal.

A feltétel teljesiil: ha két ember egy sorban (illetve egy oszlopban) van, akkor az a két ember,
aki veliik egy sorban (illetve egy oszlopban) van, mindkettejiikkel kezet fogott; ha két ember
nincs sem egy sorban, sem egy oszlopban, akkor vegyiik fel a rajtuk 4tmend sorokat és
oszlopokat, ezeknek rajtuk kiviili két metszéspontjaban all6 emberek mindkettejiikkel kezet
fogtak.

Vildgos azonban, hogy mindenki pontosan 6 emberrel fogott kezet (a sordban és az oszlo-
paban is 3-3 ember van rajta kiviil).





