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Megoldasok és javitasi atmutato

1. 2016-tdl kezdve csokkend sorrendben leirtuk egymds utdn a pozitiv egész szdmokat, igy
megkaptuk a 201620152014...10987654321 szamot.
a) Hény jegyl ez a szdm?

b) Bizonyitsuk be, hogy a szdm oszthaté 3-mal!

Megoldas. a) Leirtunk 9 db 1 jegyd, 90 db 2 jegyd, 900 db 3 jegyl és 2016 — 999 =
= 1017 db 4 jegyl szdmot.

Igy a felirt szam 9 4 180 + 2700 + 4068 = 6957 szdmjegybdl All.

b) A 3-mal val6 oszthatdsdgot, illetve az esetleges maradékokat a szdmjegyek Osszege mu-
tatja meg. 3 egymds utdni szdm koziil az egyik 0, a masik 1, a harmadik 2 maradékot ad
3-mal osztva, €s ugyanezt adjdk a szdmjegyeik Osszegei is.

fgy ha 3 egymdst kivetS szdmot egymds utdn lefrunk, a kapott szdm jegyeinek Osszege
3-mal osztva 0 + 1 + 2 maradékdval egyezik meg, ami 0, azaz a szdm mindig oszthatd lesz
3-mal.

A feladatban kitlizott szdm szdmjegyeit harmas csoportokba lehet igy osztani, hogy min-
den csoportban a szamjegyek Osszege 0 maradékot adjon, mivel 2016 oszthaté 3-mal. Igy
az Osszes szamjegy Osszege oszthaté 3-mal, azaz az eredeti szdm is.

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a tanuld csupan 1-t81 2016-ig Osszeadja a szdmokat, és ennek az 6sszegnek
nézi a harmas maradékat, de nem bizonyitja be, hogy a szdmok egymads utin {rasdval kapott
szam harmas maradéka egyenls a szdmok Osszegének harmas maradékaval, akkor a b) rész
5 pontjabél két pontot kaphat.

2. Milyen a és b vals értékekre lesz a \/x + ay/x + b+ /z = 2016 egyenletnek végtelen
sok megolddsa a valds szamok halmazan?

Megoldas. Atrendezve az egyenletet kapjuk, hogy

\/x + av/T 4+ b =2016 — /.

1



Mivel a bal oldalon nemnegativ szdm 4ll, ezért a jobb oldal is nemnegativ, igy = < 2016%.
A négyzetgydk értelmezhetSsége miatt x > 0. Tehat 0 < 2 < 20167 esetén van megolddsa

az egyenletnek. 2 pont
Négyzetre emelve kapjuk, hogy:
T4 ayvT +b=2016>—2-2016 - \/z + . 1 pont
Rendezziik 4t /z-re:
(a+2-2016)y/z = 2016* — b. 1 pont
Csak akkor kapunk végtelen sok megolddst, ha /x egyiitthatéja és a jobb oldal is nulla.
Ebben az esetben a = —2 - 2016 = —4032 és b = 2016> = 4064 256. 2 pont
A kapott a és b értéket behelyettesitve ellendrizhetjik a megolddsunkat, amennyiben fel-
tessziik, hogy 0 < z < 2016°:
\/x—2-2016\/5+20162+f: \/(2016—\/5)2+\f: 2016 — /x| + & =
= 2016 — /2 + /x = 2016. 1 pont
Azaz minden 0 < 2 < 20167 valés 2 megolddsa az egyenletnek.
Osszesen: 7 pont
3. A 100-nal kisebb primszamok koziil valasszunk ki 6tot tigy, hogy ezek szamjegyei kozott
az 1-t6l 9-ig terjedd szdmjegyek mindegyike pontosan egyszer forduljon el6. Hanyfélekép-
pen lehetséges ez?
Megoldas. Az 6t szdmban szerepld szamjegyek szama csak gy lehet egyenld a rendelke-
zésre all6 szdmjegyek szadmdval, 9-cel, ha koztiik 4 két jegyl és 1 egyjegydi van. 1 pont
A kétjegyliek utolsé szamjegye nem lehet paros és nem lehet az 5-0s, tehat csak az 1, 3, 7,
9 szamok koziil keriilhet ki. Eszerint a négy kétjegyli szdm utolsé jegye — valamilyen sor-
rendben — éppen a fenti négy szdm, és emiatt ezek masutt nem szerepelhetnek. Az egyjegyl
primszdmok koziil igy csak a 2 és az 5 johet szdba. 1 pont
Vizsgéljuk eldszor azt az esetet, amikor a kivdlasztott egyjegyll szdm a 2, ekkor a négy
kétjegyti elso jegye a 4, 5, 6, 8 koziil keriil ki; és a széba jové primek a kovetkezdk (jegyeik
szerint elrendezve):
41 | — |61 | —
43 |53 | - | 83
47| — | 67 | -
- 159 - |89
Azt kell meghatdroznunk, hanyféleképpen valaszthatunk ki a fenti alakba rendezett sza-
mok koziil négyet gy, hogy mindegyik sorbdl és mindegyik oszlopbdl pontosan egyet va-
lasszunk. 1 pont



Ha az elsd sorbdl a 41-et vélasztjuk, akkor a harmadik sorbdl mar csak a 67-et vélaszthatjuk,
és a masik két szdm vdlasztdsara két lehetdségiink marad: az 53, 89 par és az 59, 83 par.
Ez eddig két eset. Ha az elsd sorbdl a 61-et vélasztjuk, a harmadik sorbdl csak a 47-et
valaszthatjuk, és a masik két szdm megvalasztdsara ugyanaz a két lehetdségiink van, mint
az eldbb. Itt tehdt 4-féleképpen vélaszthatjuk meg a 4 kétjegyl szamot.

Ugyanennyi a lehetdségek szdma, ha egyjegylinek a 5-6t valasztjuk, hiszen a masik négy
szamra széba johet6 szdmok ugyanigy rendezhet6k, mint az elébb:

41 | - | 61

43 123 | - | 83
47| - | 67 | —
- 129 - |89

(csak az el6bbi masodik oszlop helyére 1éptek a 2-essel kezd6d6 primek), és itt ugyanaz
a feladatunk, mint el6bb. Ebben az esetben is a 4 a megfelelé vélasztasok szama.

Tehat Osszesen 8-féleképpen vdlaszthatjuk ki a szdmokat.

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABCD egységnyi oldali négyzetben a BC' és C'D oldalak egy-egy belsé pontja P,
illetve Q. Az APCQ négyszogbe olyan kor {rhaté, amelynek K kozéppontjara
KA : KC =5 teljesiil. Mekkora az APC'() négyszog teriilete?

(In memoriam Bartha Gdbor)

Megoldas.

D QE C Hasznaljuk az édbra jeloléseit!
r Mivel a kor érinti a négyzet oldalait, ezért kozéppontja

rajta van az AC' atlon, és a tengelyes szimmetria miatt
P a keletkezd négyszog deltoid.

ACD és KCFE hasonlé haromszogekbol:

K

T KC 1 1

y AD - AC 6 6
Mivel az érint6 merSleges a sugdrra, ezért APK,

PCK, CQK, QAK hiaromszogek magassaga a beirt
kor sugara.

A B
Felirjuk a négyszog teriiletét a haromszogek teriiletének Osszegeként:

T
r+y

T =—"-(Q2yr+2xr), ebbdl r=

N —

Pitagorasz tétele alapjan a deltoid atléi: QP = V2 - z; AC = V2.

1 pont

1 pont*



Igy a deltoid teriilete:

T:%w@-x‘\@:x. 1 pont
Pitagorasz tételébdl:
y:\/12+(1—x)2:\/m. 1 pont
Igy a sugérra felirt képlet alapjan:
1 x
6 o+ Va?-2u+2
x + \/m = 6z,
Va? =2z +2 =5z,
2 — 2z + 2 = 2522,
242> 420 —2 =0,
T = —%; Ty = % 2 pont
A negativ gyok nem tekinthet6 helyes megolddsnak, mivel x egy szakasz hossza, de a ma-
sodik gyok kielégiti az eredeti egyenletet.
Tehat a négyszog teriilete % teriiletegység. 1 pont

Osszesen: 7 pont
* Ez a pont jar akkor is, ha a vizsgdzé a fiiggvénytédbldzatban taldlhat6 képletre hivatkozik.



