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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Oldjuk meg a p° = 20 +1 egyenletet, ahol o, 8 1-nél nagyobb egész szamok, p® pedig
egy primhatviny!

Megoldas. Ha « péros, azaz o = 2k, akkor

2= (" -1+ 1),

ahol a tényez6k kiilonbsége 2, és a szorzat 2-hatvany.

Ez nem teljesiilhet masképpen, csak ha pk —1=24¢s pk + 1 =4, azaz pk =3, igy p* =9,
vagyis p =3, a = 2.

Ha o pératlan, akkor
==+ et L),

amely szorzat mdsodik tényezGjében egy pdratlan tagi Osszeg szerepel, melynek minden
tagja pdratlan. [gy az az 6sszeg, amely osztja a baloldalnak, csak az 1 lehet. Ez pedig nem
lehetséges.



2. Az ABC egységoldald szabdlyos haromszog, melynek BC' oldalara kifelé olyan BDC
egyenlGszari haromszoget szerkesztiink, amelyben DB = DC és BDC< = 120°. Az AB
és AC oldalakon olyan M és N pontokat jeloliink ki, melyekre M DN < = 60°. Hatdrozzuk
meg az AM N hiaromszog keriiletét.

I. megoldas.

A A  BDC egyenloszardi haromszogben DBC< =
= DCB<« =30° igy DBLAB és DCLAC. Jelsljik
ki az AB oldal B-n tili meghosszabbitdsan azt a P
pontot, amelyre BP = CN.

M Ekkor DCNA = DBP/\, mivel két-két oldaluk és
az oldalak 4ltal kozbezart szog azonos. Az egybevago-
C  sdg alapjan DP = DN és PDB< = NDC«.

B
Ezt felhasznalva:
P D

PDN<=PDB<+ BDN« =
=CDN<+ BDN<« = BDC<« = 120°

és igy
PDM<=PDN<— MDN< = 120° — 60° = 60°.

A kapott eredmények alapjan PDM /A = N DM /\, mivel két-két oldaluk és az oldalak 4ltal
kozbezért szog azonos.

A két hdromszog egybeviagdsagit felhaszndlva:
MN =MP =MB+BP=MB+ NC.
gy

Kavna =AM + AN + MN = AM + MB + AN + NC = AB + AC =2

II. megoldas. Rajzoljuk meg a D kozépponti DB = DC sugart k kort! Mivel DBA< =
= DCA< =90° az AB és AC oldalegyenesek érintik k-t (a B, illetve C' pontokban).

Hizzuk meg az M pontbdl k mésik (AB-t6l kiilonbozd) érint6jét, ez érintse K-t a T' pont-
ban, és messe AC-t az N’ pontban!

Az M pontbdl a k-hoz hizott érinték érintési pontjai tehat B és T', ezek a D kozéppont-
bél az M-be hizott egyenesre szimmetrikusak, kovetkezésképp M BDT deltoid. Ugyanigy
N'CDT is deltoid.

A deltoidokban a szimmetria4tlok felezik a rajuk es6 szogeket, igy M DN'< = 60°, ezért
N=N"

Ismét a deltoidok szimmetridjat felhaszndlva MT=MB és NT=NC, tehat

AM+MN+NA=AM+MT+TN+NA=AM+MB+CN+NA=AB+CA=2.



3. Egy 2015 x 2016-o0s sakktdbla minden négyzetében egy-egy nemnegativ egész szam 4ll
(az i-edik sor j-edik mezdjében 1€vS szdmot a; ; jeloli). Ezutdn minden lépésben kivélasz-
tunk egy 2 x 2-es négyzetet, és az ebben szerepld négy szamhoz hozzdadunk egy tetszdlege-
sen megvalasztott (a négy mezd esetében azonos) k egész szamot gy, hogy a kapott szamok
ne legyenek negativak. Adjunk meg egy olyan egyenletet az a; ; (1= i <2015, 1= j £2016)
szdmokra, mint valtozékra, ami pontosan akkor teljesiil, ha véges sok 1épéssel elérhetd, hogy
a tablan szerepl6 Osszes szdm nulldva valjon.

Megoldas. Vailasszunk ki egy tetszGleges sort (vagy oszlopot), és tekintsiik az ezen beliili
viltott elGjell Osszegét a szdmoknak: pl. az i-edik sor esetében ez az Osszeg a; 1 — a;» +
+a;3—...+...lesz. Azt dllitjuk, hogy a Iépések ennek ért€kén nem valtoztatnak. Ha a ki-
vélasztott 2 x 2-es négyzetnek egyetlen mezdje sem esik ebbe a sorba (vagy oszlopba), akkor
ez nyilvanvalé. Ellenkez$ esetben a 2 x 2-es négyzet az adott sorbdl (oszlopbdl) pontosan
két, szomszédos mezdt fog tartalmazni, igy a valtott elGjeld 6sszegben egy + és egy — elo-
jellel szerepld tag fog k-val ndni, igy a valtott eldjeld 6sszeg nem valtozik.

A végén minden szdmnak 0-nak kell lennie, igy ilyenkor mind a 2015+ 2016 = 4031 darab
véltott eldjelli 6sszeg 0. Ha egy kiindulasi helyzetbdl elérhetd a csupa-0 allapot, akkor mér
kezdetben is mind a 4031 el§jeles 0sszegnek 0-nak kell lennie. Ezt ugy is megfogalmazhat-
juk, hogy a 4031 darab eldjeles 0sszeg négyzetosszegének 0-nak kell lennie, hiszen valds
szamok négyzetének Osszege pontosan akkor 0, ha mindegyikiik 0. Ez a négyzetdsszeg te-
hét az a;; véltozok egy homogén mdsodfoki polinomja lesz, vagyis a sziikséges feltételként
kapott egyenlet:

(a171 —a1,2+a173 —...+...)2+(CL271 —a272+a273—...+...)2+...+
+ (a2015.1 — 20152 + 20153 — -+ .. )+ (a1 —azy +azg — ...+ .. )+
+ (a2 —aza+azs— ...+ ..) % 4.+ (a12016 — a2.2016 + a3.2016 — - - - 4+ -..)> = 0.

Egyel6re azt mutattuk meg, hogy ez a feltétel sziikséges ahhoz, hogy elérhetd legyen a
csupa-0-allapot, most beldtjuk, hogy elégséges is. Tegyiik fel tehat, hogy a viltott el§jeld
osszegek négyzetosszege 0, vagyis minden sorban és minden oszlopban 0 a véltott el§jelt
0sszeg. Fenti észrevételiink szerint ez akarhdny 1épés végrehajtdsa utdn is érvényben fog ma-
radni.

El6szor megmutatjuk, hogy a csupa-0-allapot elérhet6, ha megengedjiik, hogy esetleg negativ
szamokat is kapjunk a lépések soran. Kovessiik a kovetkezd eljarast. A bal fels6 2 x 2-es
négyzetben 1évé szamokhoz adjunk annyit, hogy a bal felsé elem 0-va valjon. Ezutdn az ettdl
1-gyel jobbra 1év 2 x 2-es négyzetben 1€v6khoz adjunk annyit, hogy az 1. sor 2. eleme is
0-va véljon, és igy tovabb, mindezt folytatjuk a jobb fels6 2 x 2-es négyzetig, aminél annyit
adunk a szdmokhoz, hogy az els6 sor utolsé el6tti, 2015-6dik szama is 0-va valjon. Mivel
az 1. sorban az elemek véltott elgjelli osszege ekkor is 0, ezért a legutolsd, 2016-ik elem is
kinullazédik ezaltal. Vagyis az 1. sort sikeriilt 0-va tenni.

Ezutdn ugyanigy folytatjuk a 2. sorral, és igy tovédbb, egészen a 2014. sorig minden elem
0-va valtoztathatd. Az utolsd, 2015. sorban ekkor 0-k lesznek, ugyanis az 0sszes oszlopban
0 kell legyen a valtott el6jeld 6sszeg. Ezzel megmutattuk, hogy az egyenlet teljesiilése esetén
minden kinullazhatd, 4m lehetséges, hogy kozben a tdbldzatban negativ szdmok is eléfordul-
tak.



Ha ilyen nem volt, készen vagyunk, ha volt, akkor az eljards soran kapott negativ szamok
koziil a legkisebbnek legyen az abszolitértéke m. Mddositsuk az eljardst a kovetkezd mo-
don: miel6tt a fenti 1épéssorozatba belekezdenénk, adjunk minden 2 x 2-es négyzet mezdi-
hez m-et: igy minden mez&ben legaldbb m-mel nagyobb szdm fog szerepelni (a sarkokban
m-mel, a széls6, de nem sarokmezdékben 2m-mel, a tobbi mezében 4m-mel nagyobb). Ez-
utdn végrehajtjuk a 1épéseket, pontosan gy, ahogy akkor tettiik, amikor még nem figyeltiink
arra, hogy csak nemnegativ szamok keriiljenek a mez&kbe. Mivel az akkor kapott legkisebb
szdm —m volt, ezért most nem kapunk negativ értékeket. A végén pedig minden 2 x 2-es
négyzet mezdihez —me-et adunk, igy megkapjuk a csupa-0 allapotot. A végén végrehajtott
1épések sordn csak csokkennek az értékek, és a végén minden O lesz, igy negativ értékeket
ekkor sem 4llitunk el8. Ezzel allitdsunkat igazoltuk, valéban sziikséges és elégséges feltételt
kaptunk.
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