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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Az ABCD szimmetrikus trapézban AB || CD és AB > CD. E és F a BC, illetve CD oldalak
egy-egy bels6 pontja. Tudjuk, hogy CE = CF. Az EF egyenes az AD egyenest a G pontban
metszi. Mekkordk a trapéz szogei, ha a DF G haromszog egyenld szarda? 6 pont

1. megoldas:

A B 1 pont

AB || CD miatt az AB és CD oldalak kozos felezGmerdGlegese szimmetriatengelye az ABCD
trapéznak.

Hasznaljuk fel, hogy a hdaromszog belsd szogeinek Osszege 180°, az egyenld szard haromszog
alapon fekvé szogei egyenldk, tovabba azt, hogy az egyallasu szogek azonos nagysagiak!

Legyen DFG = a. Ekkor CFE = DFG = «, mivel csicsszogek. Hirom esetet vizsgélhatunk
aszerint, hogy a DF G egyenld szart haromszognek melyik oldal az alapja.

1. eset: Ha GD a haromszog alapja:
Ekkor a DFG egyenl§ szard haromszogben FGD = FDG = 90° - %. Tehét a trapézban
CDA = 90° + %
Az FEC egyenl§ szard haromszogben ECF = 180° — 2a.
A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C csucsainal 1évS belsS szogek egyenlSk tehat:
90° + % = 180° — 2a,
amibdl @ = 36°.

Tehat a trapéz A, B, C, D csicsaindl 1év§ szogei 72°, 72°, 108°, 108°-osak. 2 pont



2. eset: Ha FG a haromszog alapja:
Ekkor a DFG egyenl§ szart hiromszogben GDF = 180° — 2a, igy a trapézban CDA = 2a.
Az FEC egyenl§ szart haromszogben a C cstcsndl 180° — 2« nagysdgu szog van.

A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C csucsaindl 1évé bels6 szogek egyenldk tehat:
2a = 180° - 2¢,
amibdl @ = 45°.

Tehét a trapéz szogei 90°-osak, vagyis a négyszog téglalap.

3. eset: Ha DF a hdromszog alapja:

Ekkor a DFG egyenl§ szart haromszégben GDF = a, igy a trapézban CDA = 180° — a.
A CFE egyenl§ szart haromszogben ECF = 180° — 2a.

A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C csucsainal 1évS belsS szogek egyenlSk tehat:
180° — a = 180° - 2a.
Ebbél a = 0° adddik.

Tehat ez az eset nem lehetséges, vagyis nem létezik a feltételeknek megfelel§ trapéz.

Osszesen:
2. megoldas: Jeldlje a az EFC szoget (dbra)! CF = CE miatt EFC< = FEC«, igy az EFC
hiromszogben FCE< = 180° — 2a.

Ebbdl — tekintetbe véve a szimmetrikus trapéz szogeire fenndll6 osszefiiggéseket — a trapéz min-
den szoge meghatarozhat6 a segitségével: ADC< = DCB< = 180°-2a, ABC< = DAB< = 2a.

Mivel ADC<« = 180° - 2a, igy FDG < = 2a.

A DGF haromszogben 2a # a, kiilonben a = 0° lenne, ami lehetetlen, ezért csak DGF< = «
vagy DGF < = 2a lehetséges.

Az elsG esetben a + @ + 2a = 4a=180°, azaz a trapéz szogei 90°-osak (téglalap).

A madsodik esetben a + 2a + 2a = 5a = 180°, azaz a trapéz szogei 72°, 72°, 108°, 108°-osak.

Osszesen:

. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges a, b, ¢ valos szamok esetén a kovetkezs szdmok kozott biztosan
van legaldbb egy olyan, amelyik nem negativ: 4a® — 2b+ 1, b*> +2c +4,és ¢* — 8a + 1.

Megoldas:
Vizsgdljuk a hdrom szdm Osszegét:
S=4a*-2b+1+b*+2c+4+c*-8a+1
Végezziik el az alabbi csoportositast:
S=(4a* —8a+4)+ (> =2b+ 1) + (c* +2c + 1)
Teljes négyzeteket kialakitva:
S=Qa-22+bB-1>+(c+1)?
A kapott 0sszeg biztosan nem negativ, mivel a tagok mindegyike legalabb nulla.
Ha a harom szadm 0sszege nem negativ, akkor kozottiik van legaldbb egy olyan, amelyik nem
negativ, hiszen ha mindharom szdm negativ lenne, akkor az 0sszegiik is 0-nél kisebb lenne.

Osszesen:

2 pont

1 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

6 pont

8 pont

1 pont
1 pont

3 pont
1 pont

2 pont

8 pont



3. Egy iskola igazgat6ja Osszehivta az osztilyok kiildottjeit (0sszesen 32 tanuldt), hogy vdlaszt
kapjon az aldbbi kérdésekre:

a) Kezdddjon-e fél 6rdval késébb a tanitds?
b) J6 lenne-e, ha a testnevelés ordk a tizorai sziinet elStt lennének megtartva?
c) Szeretnék-e a tanuldk, ha a rajzordk szerdanként lennének?

A szavazasrol a kovetkezdSket tudjuk. A korai testnevelés orakat csak 16-an tdmogattdk, az els6
kérdésre 17, mig a harmadikra 25 igen szavazat érkezett. Az els§ kérdésre igennel valaszolok
koziil 8-an nem akartak kordn torndzni, 6-an pedig szerdan rajzolni. Azok, akik a masodik és
harmadik kérdésre is igennel valaszoltak 12-en voltak, de ennek a tarsasdgnak a fele nem szerette
volna, ha a tanitds késébb kezdddik. Héany kiildott szavazott minden kérdésre igennel? Hanyan
szavaztak minden kérdésre nemmel? 8 pont

1. megoldas:

Tekintsiik az aldbbi tdbl4dzatban a lehetséges szavazatfajtikat!

X1 X3 X3 X4 X5 X6 X7 X3
i, 1,1 i,i,n |i,n,i |i,n,n | n,i,i | n,i,n | n,n,i | n,n,n

A feltételek alapjén:

X1+ X2+ X3+ X4 = 17
X1+X3+X5+X7=25

X1+ X2+ X5+ X = 16

X3+X4=8
XQ+X4=6
X1+ x5 =12 4 pont

Az egyenletrendszert megoldva az egyes szavazattipusokra kapjuk, hogy:

xX1=6, xp=3, x3=5 x4=3, x5=6, x6=1, x7=8 2 pont
Tehét 6 kiildott szavazott mindhdrom kérdésre igennel. 1 pont
A kapott értékeket osszeadva 32-t kapunk, tehit nem volt olyan kiildott, aki minden kérdésre
nemmel szavazott (xg = 0). 1 pont
Osszesen: 8 pont

2. megoldas: A feladat Venn-diagram felrajzoldsédval és kitoltésével is megoldhat6.

Az abrérol leolvashatd, hogy 6 f6 vdlaszolt mindhdrom kérdésre

igennel és nem volt olyan, személy aki minden kérdésre nemmel A
vélaszolt volna.

Pontozas: Az dbriaba minden indokldssal megadott helyesen Ava
beirt szamért 1 pont adhatd, tovdbbi 1 pont jir annak megva-

laszoldsaért, hogy nem volt olyan tanuld, aki minden kérdésre

nemmel védlaszolt. Az indoklds nélkiil kitoltott Venn-diagramért

és a feltett kérdések szoveges megvalaszolasaért 3 + 1 pont adhaté.

Osszesen: 8 pont



4. Az osztaly matematika 6rén a faktoridlis fogalmat tanulta: egy n pozitiv egész szdm faktoridlisa
az n-nél nem nagyobb pozitiv egészek szorzatat jelenti, jelolése n!. Kiszamoltdk 1-t6l 20-ig a
pozitiv egész szdmok szorzatat, majd a kapott 19-jegyd szamot felirtdk a tabldra. Sziinetben
azonban valaki letorolt néhdny szdmjegyet, igy most a tdblin a kovetkez6 egyenlGség lathato:

20! = 24329020001766000000,

ahol a O-ek helyén 4ll6 szamjegyek mar nem olvashatéak.

Hatarozd meg a hidnyz6 szdmjegyeket a szorzat kiszamolasa nélkiil!

Megoldas:

A 20! primtényezds felbontdsdban az 5 kitevdje 4.

20 20 20 20
A 2 kitevdje: [7] + [—] + [—] + [—] = 18 (elég annyi is, hogy legaldbb 7).

4 8 16

gy 10* | 20!, de 10° 1 20!, vagyis 20! pontosan 4 db nulldra végzddik.

!
10
Az egyetlen ilyen szam a 664.

20!
— oszthat6 8-cal, igy az utolso 3 jegyébdl dllé haromjegyd szam, azaz a 6601 is oszthat6 8-cal.

Mivel 20! oszthat6 9-cel, igy a szdmjegyeinek Osszege is oszthat6 9-cel. Ha a hidnyzo6 szamjegyet
x-szel jeloljiik, akkor ez az 0sszeg: 2+4+3+2+9+2+x+1+7+6+6+4 =46+ x.

Ez alapjan x egyetlen lehetséges értéke a 8.
Tehét a keresett szam: 2 432 902 008 176 640 000.

Osszesen:

S. Az els@ siknegyedben a (0; 0) pontbdl kiindulva sorra vessziik
az egész koordint4ja pontokat az 4bra szerint. (Tehat péld4ul a
(2;1) pont a 8-as sorszamot kapja.)

a) Hatdrozd meg a (12;2017) pont sorszdmét!
b) Melyik ponthoz rendeljiik a 2018-as sorszdmot?

Megoldas:

8 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

8 pont

y

17—18—19—20—21
16«—15«—14<13 22
(R
5S—6—7 12 23
! Lot
T

|—2  9—10 25— X 10 pont

a) Egy (0;2k — 1) alakd pont sorszdma (2k)?, mivel abba a pontba érve épp egy 2k — 1 él-
hosszisdgu négyzet egész koordinétdju pontjait jarjuk be. Tehat a (0;2017) pont sorszdma:

20182 = 4 072 324.

3 pont

A (12;2017) pont pedig ennél 12-vel kisebb sorszdmot kap, azaz 2018% — 12 = 4 072 312-t. 2 pont
b) A legnagyobb 2018-ndl kisebb négyzetszdm a 44> = 1936. A (2k)? alakii sorszdmok az

y-tengelyen helyezkednek el (14sd a) rész). Igy az 1936-os sorszamot a (0;43) pont kapja. 2 pont

Emiatt a (0;44) pont sorszdma 1937, a (44;44) ponté pedig 1937 + 44 = 1981. Innen még

2018 — 1981 = 37-et kell 1épni lefelé, igy a 2018-as sorszamot a (44; 7) ponthoz rendeljilk. 3 pont

Osszesen:

10 pont



