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Megoldasok és javitasi itmutato

1. Oldjuk meg az n + S(n) = 2031 egyenletet, ahol S(n) az n természetes szdm szdmjegyeinek

Osszegét jelenti. 7 pont
Megoldas. S(n) < 1+9+9+9=28,igyn > 2031 - 28 = 2003. 1 pont
A keresett szdm legaldbb négyjegyd, mert egy haromjegyd szdmhoz hozzdadva a szdmjegyei

Osszegét legfeljebb 1026-ot kapunk. 1 pont

A 2000-nél kisebb négyjegyl szdmok koziil az 1999-nek a legnagyobb a szdmjegyosszege, a
2000-nél nagyobb vagy egyenld de 2031-nél kisebb vagy egyenld szamok koziil pedig a 2029-

nek, tehdt 2003 < n < 2031. 1 pont
Egy egész szdm 9-cel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint a szdmjegyeinek 0sszege. Mivel

2031 9-cel osztva 6-ot ad maradékul, n és S(n) 9-cel osztva csak 3 maradékot adhat. 2 pont
2003 és 2026 kozott harom ilyen szdm van: 2010, 2019 és 2028. 1 pont

Ellenérizve: 2010 + 3 = 2013, 2028 + 12 = 2040, nem ad megoldast, 2019 + 12 = 2031, ami
megfeleld.

Az egyenlet megolddsa n = 2019. 1 pont
Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd helyes médszerrel é€sszer( hatarok kdz€ szoritja a megol-
dast, akkor ezért legfeljebb 3 pontot kaphat. Ha ezen hatarok kozott az 6sszes szamot kévethetSen

ellenérzi és megtaldlja a helyes megoldast, akkor megkaphatja a tovabbi 4 pontot. Amennyiben
nem ellendrzi a szamokat, akkor a masodik részre legfeljebb 1 pontot kaphat!

Osszesen: 7 pont



2. Egy szamsorozat els§ eleme b; = 5, valamint minden 1-nél nagyobb indexre az n-edik eleme
bn = bn—l + a,-1, ahol a; = 3(i - 1) +1.

a) Igazoljuk, hogy b,-nek végtelen sok 7-tel oszthaté eleme van.

b) Mennyi by értéke? 7 pont
Megoldas. a) Képezziik a megadott rekurzié szerint a sorozat b, elemét: b, = b,_| + a,—| =
= (bn—Z + an—2) tap-1 = (bn—3 + an—3) tap2tap-1 = (bn—4 + an—4) tap3tapp+ay_1=...=
=bi+ar+ay+---+a,_. 2 pont

Tudjuk, hogy by = 5, valamint, hogy a; = 1 és a; = 3i — 2. Igy az a sorozat barmely két egymast
kovetd elemének kiilonbsége 3, valamint az elsé eleme 1, utolsé pedig a,_; = 3n — 5. Osszesen

n — 1 elemiink van. 1 pont
. 1+@Bn-5

Osszeadva a tagokat #(m — 1) adodik.

1+(Bn-5 3n* —Tn+ 14
Ebbl kivetkezik, hogy by = 5 + +(+)(n —1) = % 2 pont
A képletbdl latszik, hogy n = 7k (k = 1,2, ...) szdmokra 7-tel oszthat6 tagot kapunk. 1 pont
3-100-4

b) Az el6z6 képletbe behelyettesitve bygg = 5 + — 99 = 14 657 addédik. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Az ABCD paralelogramméaban DAB< = 60°, AB = V3+1,BC =2.ADAoldal F felezGpontjat
és a C csucsot 0sszekotd szakaszt a B csticsbdl induld szogfelezd a K pontban metszi. Hatdrozzuk

meg a CK B < nagysagét. 7 pont
Megoldas. Legyen X a CD oldal azon pontja, amelyre DX = 1¢és XC = a 2 pont
D 1 X \3 c Mivel a paralelogramma egy oldalon fekvé szo-

geinek Osszege 180°, ezért FDX < = 120°.
Az FXD egyenl§ szari haromszoget a DT ma-

gassaga két egybevagé félszabdlyos hairomszogre

3
bontja, és FT =TX = g 1 pont

Igy FX = V3 és az FCX haromszog egyenls
szaru. 1 pont

Szogei CXF < = 180° — FXD< = 180° —30° = 150° és

180° — CXF< _ 180° - 150° _
2 a 2 a

Ezt felhaszndlva BCK < = BCD< — FCX < = 60° — 15° =45° és 1 pont

XFC<=FCX<= 15°. 1 pont

CKB<=180°- KBC<— BCK<=180° — 60° — 45° = 75°.

Tehat a keresett szog 75°-0s. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Egy kor keriilete mentén felsoroljuk egy hatelemd halmaz 6sszes részhalmazat, majd egy-egy
szakasszal 0sszekotjiik azokat, amelyeknek van k6zos elemiik. Egy halmazt 6nmagaval termé-
szetesen nem kot 0ssze szakasz. Hany 6sszekotS szakaszt kapunk? 7 pont

1. megoldas. ElGszor érdemes meghatdrozni, hogy egy adott részhalmaz hany masikkal nem

lesz 0sszekotve. Barmely részhalmaz a komplementerének részhalmazaival nincs 6sszekotve.

Az egyelem( halmaz az 6telemd komplementerének a 32 részhalmazdval nincs Osszekotve, a

tobbi 63 — 32 = 31-gyel igen, igy a hat darab egyelemi halmazbdl 6sszesen 6 - 31 = 186 szakasz

indul ki. 1 pont
A 15 darab kételemd részhalmaz mindegyike a négyelemid komplementerének a 16 darab rész-
halmazdaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 16 = 47 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy a kétele-
miekbdl Osszesen 15 - 47 = 705 szakasz indul ki. 1 pont
A 20 darab hiromelemd részhalmaz mindegyike a hiromelem( komplementerének a 8 darab
részhalmazaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 8 = 55 részhalmazzal Ossze van kotve, igy a
haromelemtiekbdl 6sszesen 20 - 55 = 1100 szakasz indul ki. 1 pont
A 15 darab négyelemd részhalmaz mindegyike a kételemd komplementerének a 4 darab részhal-

mazdval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 4 = 59 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy a négyelemd-

ekbdl Osszesen 15 - 59 = 885 szakasz indul ki. 1 pont
A 6 darab otelemd részhalmaz mindegyike az egyelemti komplementerének a 2 darab részhalma-

zaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 2 = 61 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy az 6telemiiekbdl

Osszesen 6 - 61 = 366 szakasz indul ki. 1 pont
A hatelem( halmazbdl az lireshalmazba nem megy szakasz, a tobbi 63 — 1 = 62-be igen. 1 pont
Igy eddig minden szakaszt kétszer vettiink szamba, ezért a szakaszok szdma:

(186 + 705 + 1100 + 885 + 366 + 62) : 2 = 1652. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A hatvannégy részhalmaz kozott 6sszesen (64 - 63) : 2 = 2016 darab szakasz
hizhato. 1 pont
Szinezziik kékre azokat, amelyek kdzos elemmel rendelkezd halmazokat kotnek Ossze, €s pirosra

azokat, amelyek kozos elem nélkiilieket kotnek dssze. A kék szakaszok szdma a kérdés. Ha ki-
szamitjuk a piros szakaszok szamdt, €s ezt levonjuk a 2016-bdl, megkapjuk a feladat megoldasat.

Az iires halmaz a 63 masik részhalmaz mindegyikével diszjunkt, ebbdl 63 piros szakasz megy ki.

Az egyelemi halmazok (ebbdl 6 darab van) az 6telemli komplementereik 32 részhalmazaval
diszjunktak, igy az egyelemtiekbdl 6sszesen 6 - 32 = 192 piros szakasz indul ki.

A kételemi halmazok (ezekbdl 15 darab van) a négyelemi komplementereik 16 részhalmazaval

diszjunktak, igy ezekbdl dsszesen 15 - 16 = 240 piros szakasz indul ki. 1 pont
Hasonl6an: a haromelemtiekbdl 6sszesen 20 - 8 = 160 piros szakasz, 1 pont
a négyelemiekbdl 15 - 4 = 60 piros szakasz, 1 pont
az Otelemiekbdl 6 - 2 = 12 piros szakasz, 1 pont
a hatelemiibdl 1 piros szakasz indul. 1 pont
Ezért a piros szakaszok szdma (63 +6-32+15-16+20-8+15-4+6-2+1):2 =364, akék

szakaszoké pedig 2016 — 364 = 1652. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. megoldds. A hatvannégy részhalmaz 0sszesen (64 - 63) : 2 = 2016 darab halmazpdrt hatdroz

meg. 2 pont
A diszjunkt halmazpérok szdma a kovetkezd modon is kiszdmithato:

Ha két diszjunkt A és B halmazt akarunk késziteni a hatelemd halmaz elemeibdl, akkor sorban

mind a hat elemrdl eldonthetjiik, hogy az A halmazba vagy a B halmazba vagy egyikbe se

tessziik bele. Ez 3% = 729 lehet6ség. gy az iires halmazt kivéve mindegyik diszjunkt pért
(rendezetlen pédrokat kell szdmba venni) dupldn szamoltuk, mivel A és B szerepe felcserélhetd.

Ezért a diszjunkt parok szdma: (729 — 1) : 2 = 364. 4 pont
A koz06s elemmel rendelkezd parok szdma: 1652. 1 pont
Osszesen: 7 pont



