Kezddk II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

. Legyenek x, y olyan valds szamok, amelyekre xy = 3 s x # y. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb
¢ val6s szamot, amelyre minden megfelel§ x, y érték esetén fenndll — de nédla nagyobbakra mar
nem —, hogy

[+ )2 =10] [(x = )% + 8]
(x—y)?
Ezen maximalis ¢ érték mellett adjuk meg az egyenlGséget biztositd (x; y) szdmpdarokat. 10 pont

> C.

. Az ABCD konvex négyszogben CDA< = 135°, BDA< — ABD< = 2DAB< = 4DBC«< és
BC =V2CD. Igazoljuk, hogy AB = AD + BC. 10 pont

. Egy 7 X 7-es tabla 4 sarokmezgjét eltavolitjuk, és a megmaradt kis négyzetek koziil néhanyat
befestiink feketére.

a) Elérhet6-e 7 mez6 feketére szinezésével az, hogy a tdblan ne maradjon teljesen
fehér, kereszt alakd pentomind? (A kereszt alaki pentomind 6t egybevagd kis
négyzetbdl 4ll, és az alakja az dbrdn lathato.)

b) Biztosithatd-e ugyanez, ha csak 6 mezét festiink be feketére?

¢) lgazoljuk, hogy a tdbla mezGibe elhelyezhetiink egész szdmokat Ggy, hogy barmely kereszt
alakd pentominéban a szamok 0sszege negativ, mig az egész tdblan szerepl6 szamok 0sszege
pozitiv. 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

. Legyenek x, y olyan valds szamok, amelyekre xy = 3 s x # y. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb
c valés szamot, amelyre minden megfelel§ x, y érték esetén fenndll — de nédla nagyobbakra mar
nem —, hogy

[+ )2 =10] [(x = )% + 8] >

> c.
(x—y)?
Ezen maximalis ¢ érték mellett adjuk meg az egyenlGséget biztosité (x; y) szdmpdarokat. 10 pont
Megoldas.
(x+y)=(x—y) +4xy=(x—y)>+12 1 pont

A helyettesitést végrehajtva és bevezetve a (x — y)? = z > 0 jeldlést

(x+y)*—10{ | (x—y)*+8 2 2410z+1 1 4
[ ] [ ] = (2+2) (z+8) =L +102+16 = z+10+—6 =10+4 (£+—) 3 pont
(x=y)? z Z Z 4 z



4
Mivel egy pozitiv szam és reciprokdnak 0sszege legaldbb 2, ezért 10 + 4 - (— + 2) > 18, tehat ¢
Z
értéke legaldbb 18. 2 pont
4
Az egyenlGség feltétele 2 = —, amibdl a z > 0 feltétel alapjén z = 0 addodik. 1 pont
Z

z=4esetén (x — y)? =4 és (x + y)? = 16, amib6l x — y értéke +2, x + y értéke pedig +4 lehet. 1 pont

Az 0sszes lehetséges pdrositast figyelembe véve az egyenletrendszerek megoldasakénta c = 18-as
értékhez az alabbi (x; y) szampdérok tartozhatnak: (3;1), (=3;-1), (1;3), (—1;-3). 2 pont

Osszesen: 10 pont

. Az ABCD konvex négyszogben CDA< = 135°, BDA< — ABD< = 2DAB< = 4DBC«< és
BC =V2CD. Igazoljuk, hogy AB = AD + BC. 10 pont

Megoldas. Vezessiik be a DBC < = « jelolést.
Ekkor a feladat feltételei alapjan DAB< = 2a, BDA<— ABD< = 4a. 1 pont

Misrészt az ABD haromszogb6l BDA< + ABD< = 180° - 2a.

Az utébbi két egyenlGség alapjan BDA< = 90° + @, ABD< = 90° — 3« 2 pont
é€s DAB<+ ABC< =90°. 1 pont
Legyen P az AD és BC oldalegyenesek metszéspontja. Ekkor az ABP hiromszog P csucsnal

levé szoge 90°-os, 1 pont

és a PDC egyenl0 szaru derékszogli haromszog, amibdl

2 BC
PD = §CD=7. 1 pont
Legyen Q a D pont P-re vonatkozo tiikorképe. Ekkor DQ = 2PD = BC. 1 pont

Mivel a PBD és PBQ haromszogek tiikrosek a PB egyenesre nézve, ezért

CBQ<=CBD<=a, ABQ<=90°-3a+a+a=90°-a,



és az ABQ haromszoégben AQB< = 180° — 2a — (90° — @) = 90° — a.

Tehat az ABQ haromszog egyenld szaru,
és AB=AQ =AD+DQ =AD + BC.

Ezzel az allitast igazoltuk.

Osszesen:

e 2

2 pont
1 pont

10 pont

. Egy 7 X 7-es tabla 4 sarokmezdgjét eltavolitjuk, és a megmaradt kis négyzetek koziil néhanyat

befestiink feketére.

a) Elérhet-e 7 mezd feketére szinezésével az, hogy a tdblan ne maradjon teljesen
fehér, kereszt alakd pentomind? (A kereszt alaki pentomind 6t egybevagd kis
négyzetbdl dll, és az alakja az dbrdn 14thato.)

b) Biztosithatd-e ugyanez, ha csak 6 mezét festiink be feketére?

c) lgazoljuk, hogy a tdbla mezdibe elhelyezhetiink egész szamokat ugy, hogy barmely kereszt
alakd pentominéban a szdmok Osszege negativ, mig az egész tiblan szereplS szamok Osszege

pozitiv.

Megoldas. a) Jeldlje az i-edik sor, j-edik oszlop kis négyzetét (i;j) (1 <i,j < 7,i,j € N7).

7 fekete mezdvel teljesithetd a feladat feltétele. Példdul egy lehetSség a
(2;5), (3;2), (3;3), (4,6), (5;4), (6;2), (6;5) mezdk feketére festése

(1. abra).

b) Ezutan tegylik fel, hogy 6 kis négyzet kiszinezésével teljesithetSk a

feladat feltételei.

A 2. dbra szerint a tabla (2;2), (2;6), (3;4), (5;2), (5;6), (6;4) centru-
mu keresztjei paronként diszjunktak, ezért ha nem akarjuk, hogy ezek
koziil barmelyik is fehér maradjon, akkor minden keresztben pontosan

1. 4bra

egy mezdt feketére kell szinezni, €s a ponttal jelzett részeknek fehéren

kell maradniuk.

A 2. dbrat az 6ramutaté jarasanak megfelelGen 90°, 180°, 270°-kal elforgatva, és a festés szem-
pontjabal kitiltott mezdket megjeldlve €s Osszesitve a 3. dbrat kapjuk.

2. abra.

3. abra.

Ekkor a késziilt rajz alapjan lathat6, hogy a (4;4) mez6t kotelez6 befestentink feketére, mert
kiilonben a (3;4), (4;3), (4;4), (4;5), (5;4) mezdk fehér keresztet alkotnanak.

10 pont

2 pont

2 pont



A 4-6. dbrdk szerint kialakitva a kereszteket, a 6 fekete négyzet kialakitdsa és a kozEps6 négyzet
kotelezd befestése mellett mind az 5 diszjunkt keresztbe pontosan egy fekete négyzetnek kell
keriilnie. Tgy a (2;4), (2;3) és (2;5) mezbknek fehérnek kell maradnia.

4. dbra. 5. ébra. 6. dbra.
Viszont ekkor az (1;4), (2;3), (2;4), (2;5), (3;4) mezSkbdl allé kereszt fehér maradna, ami
ellentmondas.
Tehét a tdbla megfeleld szinezéséhez nem elegendd 6 fekete négyzet. 3 pont

c) Irjunk az a) esetnél felsorolt 7 fekete mezS mindegyikébe (—5)-6t, a tobbi kis négyzetbe
pedig 1-et. Ekkor minden keresztbe 1 vagy 2 fekete mezd jut, igy a szdmok 0sszege -5 +4 = —1
vagy 2 - (=5) +3 = =7 lesz.

A tablan levS Osszes szdm pedig Osszeadva 7 - (=5) + 38 = 3-at ad eredményiil. Tehét a feladat
feltétele teljesiil. 3 pont

Osszesen: 10 pont





