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1. fordulo
Haladok 1. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

166...6
1. A TR tortben a szamlalo és a nevezd is egy-egy olyan 2019-jegyli egész szam, amely 2018

darab 6-0s szamjegyet tartalmaz. Adjuk meg a tort legegyszerlibb (tovabb nem egyszertisithetd)

alakjat! 7 pont
Megoldas.
A szamlaloban 2018 db 6-os szamjegy van. Végezziik el az alabbi 4talakitasokat:
166...6 =108 4+6.11...1= 1 pont
2018 db
6 2
_ 102018 | O _ 102018 | < (102018 _ 1\ _
= 1077 45-99...9 =107+ 2 (10 1) 1 pont
2018 db
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"3 373 3 pon
Hasonl6an a nevezd, amelyben szintén 2018 db 6-0s szamjegy van:
66...64=060-11...1+4 = 1 pont
2018 db
_ 60 20 2018 B
_5~99...9+4_?.(10 —1)+4= 1 pont
2018 db
20 oo1s 8 S 018 2
= 10" ——=4.[Z.10°""° =2 ). 1 t
3 3 3 3 pon
y . o]
A tort legegyszer(ibb alakja tehat T 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Léteznek-e olyan a, b, c, x pozitiv valos szamok, amelyekre az
A+t =¢?
(a+x)?+(b+x)? = (c+x)°

egyenldségek egyszerre fennallnak? 7 pont

1. megoldas. Induljunk ki az (a +x)?> + (b +x)?> = (c 4+ x)? egyenlségbdl. A miiveleteket
elvégezve

a® +b? +2ax+2bx +2x* = 2 + 2ex 452
Figyelembe véve, hogy a®+b*=c?

2ax+ 2bx +x* = 2cx. 1 pont
A kapott egyenldséget az x > 0 kifejezéssel osztva
2a+2b+x =2c,
x=2(c—a-">). 1 pont
Mivel x > 0, ezért c —a—b > 0, vagyis ¢ >a—+b > 0. 1 pont

Mivel az f(x) = x? fiiggvény a pozitiv valés szdmok halmazan szigoriian monoton névekvd,
ezért

¢ > a* + b* + 2ab, 1 pont
amibdl az a® + b* = ¢? feltétel ismételt alkalmazésdval a 0 > 2ab feltételhez jutunk. 1 pont
a > 0,b > 0 miatt ez ellentmondas, 1 pont
ami azt jelenti, hogy a feltételeknek megfeleld a, b, ¢, x szamok nem léteznek. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Induljunk ki az (a +x)> 4 (b +x)? = (c + x)? egyenlSségbSl. A miiveleteket
elvégezve

a® +b* +2ax+ 2bx +2x* = 2 + 2ex+-x%.
Figyelembe véve, hogy a®+b*=c?,

2ax+ 2bx+x* = 2cx. 1 pont
A kapott egyenlGséget az x > 0 kifejezéssel osztva
2a+2b+x =2c,
x=2(c—a—Db). 1 pont
Mivel a, b, ¢ pozitiv valés szamok és a®> + b* = ¢?, ezért a és b tekinthetd egy olyan derékszogii
haromszog két befogdjanak, amelynek atfogdja c. 1 pont
A haromszog-egyenl6tlenség alapjan: a+b > c. 1 pont
Ezértx=2-(c—a—b) <O. 1 pont
x > 0 miatt ez ellentmondés, 1 pont
ami azt jelenti, hogy a feltételeknek megfeleld a, b, ¢, x szamok nem léteznek. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. A 101 kiskutya kozott kiosztottunk 2019 csontot. Igazoljuk, hogy biztosan van harom olyan

kiskutya, akik ugyanannyi csontot kaptak. 7 pont
Megoldas.
Indirekt tegyiik fel, hogy nincs hdrom kutya, aki azonos mennyiségti csontot kapott. Ebbdl kovet-
kez6en minden lehetséges ,,mennyiséget” legfeljebb 2 kutya kaphatott. 1 pont
Vizsgaljuk az ebben az esetben kiosztott csontok minimélis szadmat!
Ekkor legfeljebb 2-2 kutya kap 0; 1; 2;. .. ; 49 csontot, és egy kutya 50 csontot. 2 pont
Ekkor a kiadott csontok szdma:

2-(0+142+...4+49)+50= 1 pont

= 2~@+50: 2500.

Tehat ebben az esetben minimum 2500 csont kell. 2 pont
Mivel ez tobb, mint 2019, ezért nem igaz, hogy minden lehetséges mennyiséget legfeljebb két
kutya kapott, tehat van harom olyan kutya, aki ugyanannyi csontot kapott. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Igazoljuk, hogy léteznek olyan x és y pozitiv egészek, valamint p és g kiilonbozd, legaldbb
kétjegyl primszdmok, hogy

(x+y)—x*=p-q. 7 pont

Megoldis. A bal oldalt szorzattd alakitjuk: y- (2x+y) - (x+y)* +x*) = p-q. 2 pont

Legyen p < g. Mivel a jobb oldalon primszdmok szerepelnek €s a bal oldalon harom kiilonb6z6
pozitiv egész tényez6 taldlhat6 nagysag szerinti sorrendben, ezért egy lehetdség van:

y=1; 2x+y=p; (x+y)*+x*=q. 2 pont
y = l-et beirva:
2x+1=p,
2x% +2x+1 =q.

Szorozzuk a masodik egyenlet mindkét oldalét 2-vel:
4x° +4x+2=2q
(2x+1)2+1=2q,
azaz
pP+1=2q. 2 pont
Ilyen primek 1éteznek, példaul: p = 11, g = 61, ekkor x = 5. 1 pont
(Ez valéban megoldésa az eredeti egyenletnek.)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé harom pont akkor is jar, ha a versenyzd kiprdbdlja a legkisebb kétjegyt
primet (11), majd megoldja €s ellen6rzi az egyenletet.
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5. Az ABC derékszogili haromszdgben valamely sulyvonal merdleges valamely mésik silyvonalra.
Mutassuk meg, hogy ekkor az ABC haromszog silyvonalaibdl szerkesztett haromszog djra de-

rékszogl lesz. 7 pont
Megoldas. Mivel a két befogéhoz tartozé stlyvonal A
nem lehet merdleges egymasra, az egyik (a mdasik
sulyvonalra mer&leges) sulyvonal az dtfogohoz tarto-
zik.
2x
c
y /= b
S
S
x X 4
1 pont
B a a C
2
Felhasznélva azt a tételt, miszerint a sdlypont a silyvonalak oldalhoz kozelebbi harmadol6-
pontja, és felirva a megfeleld Pitagorasz-tételeket (4-gyel atszorozva) adodik:
a® = 4x* + 16y, b? = 4x* +4y?; ¢ = 16x% +4y? 2 pont
Innen (az eredeti haromszdgben felirt Pitagorasz-tétel miatt) adodik:
8x2 +20y* = 168> + 4y = 2)* = x> = V2y =x. 2 pont
Innen az oldalak ardnya: a: b:c=v24y: V12y: V36y = V2:1:/3. Ujabb Pitagorasz-tételt
felirva s, sulyvonalra
b2
sp = az—i—z =/27y,
igy a sulyvonalak hosszainak négyzete: si = 18y%; si = 27y%; sg = 9y?, ami miatt (Pitagorasz
tételének megforditisa alapjan) a sulyvonalakbdl valéban (az eredetihez hasonld) derékszogi
haromszog szerkeszthetd. 2 pont
Osszesen: 7 pont



