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Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az {1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10} halmaznak hdny olyan legaldbb kételem részhalmaza van, amely-
ben az elemek szorzata oszthat6 10-zel? 7 pont

Megoldas. Az {1;2;3;4,5,6;7;8;9;10} halmaznak 29 — 512 darab olyan részhalma van, ami-
ben benne van a 10, ezek kozott egy van, ami nem kételem, ez a {10}. A tobbi 511 darab
legaldbb két elemt, €s oszthat6 10-zel. 1 pont

Azt szdmoljuk ki, hogy a tobbi 29 _ 1 = 511 sz4md részhalmaz, azaz az {1,2;3;4;5;6;7,8,9}
halmaz nem {iires részhalmazai k6zott hany olyan van, amelyekben az elemek szorzata nem oszt-
hat6 10-zel. 1 pont

Van 2°-1 olyan, amelyekben a szdimok szorzata nem oszthat6 2-vel, ezek az {1;3;5;7;9} halmaz
nem iires részhalmazai. 1 pont

Van 28 — 1 olyan, amelyekben a szamok szorzata nem oszthat6 5-tel, ezek az {1;2;3;4,6;7;8;9}
halmaz nem iires részhalmazai. 1 pont

Es van 2% — 1 olyan, amelyekben a szdmok szorzata nem oszthatd 2-vel és 5-tel sem, ezek az
{1;3;7;9} halmaz nem iires részhalmazai. 1 pont

Tehdt az {1;2;3;4,5;6;7;8;9} halmaz nem iires részhalmazai kozott
221428 —1-(2*—1)=271
olyan van, amelyek nem oszthatok 2-vel vagy 5-tel, €s 511 — 271 = 240 olyan van, amelyek

oszthatok 2-vel és 5-tel is, azaz oszthatdk 10-zel. 1 pont
Végiil az {1;2;3;4;5,6;7;8;9;10} halmaznak 511 4240 = 751 olyan legaldbb kételemii rész-

halmaza van, amelyben az elemek szorzata oszthat6 10-zel. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Legyen egy derékszogli haromszog egyik befogdja egy kockédnak éle, a mésik befogéja pedig
ugyanannak a kockdnak lapatl6ja. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog valamelyik két silyvonala
merdleges egymasra.

Megoldas. Legyen a kocka élhossza a, a megfeleld éle és lapatldja AC és CB az abra szerint.
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A CB lapatl6 egy a oldali egyenld szard, derékszogli hdromszog atfogdja, ezért a Pitagorasz-
tétel szerint CB = a - V/2.

Tekintsiik most mar csak az ABC derékszogli haromszoget.

A haromszdg AB dtfogéjéra szintén a Pitagorasz-tételt haszndlva AB = a - v/3.

Legyenek CB és AB oldalak felezGpontjai rendre E és F', ekkor az ABC haromszogben CF és AE
sulyvonalak. Metszéspontjuk S, a haromszog sulypontja, amelyrdl tudjuk, hogy a stlyvonalakat
a csucstol szamitott 2 : 1 ardnyban osztja két részre.

Irjuk fel az ASF haromszog oldalainak hosszt.

Az AE silyvonal az ACE derékszogli hdromszogbdl Pitagorasz-tétellel szdmolhato:
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A Thalesz-tétel megforditdsa miatt CF stulyvonal az ABC derékszogli haromszog koré irt korének
AB B a3
2 2

1
sugara, azaz CF = , ahonnan SF = §CF = Cé\/g
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AF pedig az AB oldal fele, azaz AF = %.
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Mivel A8+ SF2 = (5V6) + (5V3) = a?l +a* = = =a*s = AF?,
ive + 3\/_ + 6\/_ a9+a36 A =a
igy a Pitagorasz-tétel megforditasa értelmében az ASF haromszognek S-nél derékszoge van,

amivel belattuk az allitast.

Osszesen:
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3. Igazoljuk, hogy a nyolcjegyli 20202021 szam utdn pontosan egyféleképpen tudunk irni hdrom
Ujabb szdmjegyet igy, hogy a kapott 11-jegyli szdm oszthaté legyen 77-tel, 91-gyel és 143-

mal is. 7 pont
1. megoldéas. 77=7-11, 91 =7-13, 143 =11-13. 1 pont
[77,91;143] = 1001. 1 pont
Azt kell bizonyitani, hogy a 2020202 1abc alakii szdmok kozott pontosan egy 1001-gyel oszthat6

van. 1 pont
A 11-es oszthat6ségi szabaly miatt 11 420202020999 1 pont
Mivel 1001-gyel osztva 1001 osztasi maradék van, a skatulyaelv alapjin 1 pont
a kovetkezd ezer szam kozott (amik a nekiink megfelelé szdmok) biztosan van 1001-gyel oszt-

hato, 1 pont
€s pontosan egy darab van. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. 77=7-11, 91 =7-13, 143 =11-13. 1 pont
[77;91;143] = 1001. 1 pont
20202021000 = 20181839 -1001 + 161. 1 pont
1001 — 161 = 840. 1 pont
Tehat a 20202021840 szam oszthatd 1001-gyel. 1 pont
A kovetkezd 1001-gyel oszthatd szam, a 20202022841, mér nem felel meg a feltételnek. 1 pont
Tehat pontosan egy ilyen szdm van. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Az x, y pozitiv szamokra teljesiil, hogy X4y =x—y. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ¥ 4+y*<1. 7pont

Megoldas. Mivel x és y pozitiv szamok, azért X+ y3 is pozitiv, igy sziikkségképpen x > y. 1 pont

X+ y > X — y3 mindig teljesiil, a jobb oldalt szorzatta alakitva, a bal oldalon pedig a feltételt
alkalmazva:

x—y> (x—y)(x* +xy+y%)

egyenldtlenséghez jutunk. 2 pont
Az x —y pozitiv, ezért az ezzel val6 osztaskor az egyenl6tlenség irdnya nem valtozik. 1 pont
1>x2—|—xy—|—y2 1 pont
minthogy x > 0, y > 0, igy xy > 0, tehat
1>x2+y?,
ami a bizonyitando 4llit4s. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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