Haladok I. kategoria 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mekkora lehet az xyz szorzat értéke, ha az x, y, z val6s szamok teljesitik a kovetkez6 egyenleteket:

x+y+xy=3 (1)
y+z+yz=38 2)
Z+x+zx =35 (3) 7 pont

2. Mekkordk annak az ABC haromszognek a szogei, amelynél a C csticsbdl indulé magassagvonal
talppontjdnak a C csicsbdl induld bels6 szogfelezdre vonatkozo tiikorképe éppen a C-bdl hizott
sulyvonal felezOpontja? 7 pont

3. Jeldlje ay a pozitiv egész k szam négyzetgyokének egészekre valo kerekitését. Mekkora n értéke, ha

1 1 1
—+—+...+—=20217 7 pont
a a an



Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mekkora lehet az xyz szorzat értéke, ha az x, y, z valds szdmok teljesitik a kovetkez6 egyenleteket:
x+y+xy=3
y+z+yz=238
Z+x+zx =35

1. megoldas. Minden egyenlethez 1-et hozzdadva a bal oldalak szorzatta alakithat6ak:

Tehat

(x+1)(y+1) =22

(+1)(z+1)=3
(z4+1)(x+1) =62

Az egyenleteket 6sszeszorozva: (x+ 1) (y+1)%- (z+1)? = 36°.

(x+1)(y+1)(z+1) = £36.
Ha (x+1)(y+1)(z+1) = 36, akkor (mivel x = —1 vagy y = — 1 vagy z = —1 nem ad megolddst)
(1), (2"), (3')-vel rendre osztva az dsszefiiggést kapjuk, hogy:

Ebbdl x =3,y =0, z =8, tehit xyz = 0.

Ha (x+1)(y+1)(z+1)

z+1=9
x+1=4
y+1=1

—36, akkor (1), (2'), (3')-vel rendre osztva azt kapjuk, hogy:

z+1=-9
x+1=-4
y+1=-1

Ebbdl x = -5, y = -2, z= —10, tehat xyz = —100.

Osszesen:

2. megoldas.

x(y+1)=3—y
Mivel y = —1 nem megoldds

3—-y
x=—2
y+1
2(y+1)=8—y
_ 8-y
STyl

8-y 3-y (B-yB-y) _ .

y+1 y+1 (y+1)?

(1)
(2)
(3) 7 pont

(1"
2"
(3') 2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

7 pont
(1

2 pont
2)

1 pont

3)



Ebbdl az alabbi egyenlethez jutunk:

Y +2y=0
Megoldasok: y = -2, x = -5, z = —1, ekkor xyz = —100
vagy y =0, x = 3, z =8, ekkor xyz = 0.

Osszesen:

. Mekkorék annak az ABC hidromszdgnek a szogei, amelynél a C csucsbdl indulé magassdgvonal
talppontjdnak a C csicsbdl indulé belsd szogfelezdre vonatkozoé tikkdrképe éppen a C-bdl hizott
sulyvonal felez6pontja?

1. megoldas. El8szor azt mutatjuk meg, hogy ha M ma-
gassag talppont szogfelezdre vonatkozé M’ tiikkorképe az
sc sulyvonalra esik, akkor az ABC haromszdgnek C-nél
derékszoge van. Ehhez hosszabbitsuk meg a CF sulyvo-
nalat az ABC haromszog koré irt koréig, és a kor és a
sulyvonal (C-t6l kiilonboz8) metszéspontjat jeloljik D-
vel. ADC<t = ABC< = J3, hiszen azonos iven nyugvo ke-
riileti szogek.

Viszont mivel a bels6 szogfelezdre tiikroztiink
ACD<g=MCB<=90°—-f

is igaz. Innen a DAC haromszdgben DAC<t = 90°.

Azaz ABC koriilirt kore egyuttal CD szakasz Thalész-kore. Ennek kozéppontja egyfeldl rajta van
CD-n (a felezdpontja), masfeldl rajta van az AB szakasz felezdmerdlegesén is.

De AB felezOmerdlegesének és CD-nek a metszéspontja pontosan F, azaz AB felezOpontja egy-
tttal ABC koré irt korének kozéppontja, azaz ACB<t = 90°.

(Megjegyzés: AB felezomerdlegese és CD a feladat feltételei alapjan nem eshet egybe.)

Masodjéra vegyiik észre, hogy FMC olyan derékszogli hdromszog, amelynek MC befogdja (a
feltételek alapjan) pontosan fele a CF atfogonak, azaz félszabélyos.

Innen FCM < = 60° és igy ACF<t = MCB<t = 15°. Innen azonnal adddik, hogy az ABC harom-
szog szogei: 15°,75°, 90°.

Osszesen:

2. megoldas. C

A 3X+y F x /PXTVYB

2 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont



Legyen a C csticshoz tartozé magassdg m. A tiikrozés miatt CT' = m, igy FT' = m. De ekkor
FTC hiromszog félszabdlyos. Legyen PT = x. A tiikrozés miatt PT' = x, igy FPT’ félszabélyos

haromszogben FP = 2x, valamint m = V3x.
Pitagorasz tételét felirva AT C és T BC derékszogli haromszogekben:
b = (6x+y)% +3x°
a® =y* +3x° 1 pont

2 2 2
rekbol 2y — 300+ 120
a

. A szogtelezo-tétel alapjan:

3X2 _|_y2
b 5
-= Xty 1 pont
a xX+y
Ebbdl
b? B 25x% + 10xy 4 y?
a? X2 42xy+)y?
Tehat
39x% + 12xy+y>  25x% + 10xy +)?
3x2 4 y? X2 42xy+y?
x*-tel egyszersitiink és vezessiik be a z = Y Uj ismeretlent:
X
39+ 12z+72% 25+ 10z+2°
3+722 1+42z+72
39478243977 + 122+ 2422 + 122° + 22 + 223+ 2* =754+ 302+ 322 + 252 + 10 + 2
47 +367% +60z—36 =0
24972 +152—-9=0 1 pont

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a z = —3 megolddsa az egyenletnek, igy a bal oldalon
z+ 3 kiemelhet6: (z+3) (z2 +62—3) =0. Igy az egyenlet megolddsai: z = —3, z = —3 — 2/3,
z=—-3+2V3.

Ezek koziil csak a z = —3 +2+/3 lehet a feladat megoldasa, igy

Y _2\3-3, y:(2\/§—3>x 2 pont*
X

Ekkor AF = FB = 3x+y = 2v/3x és FC = 2m = 2v/3x, tehdt AF = FB = FC, azaz a Thalész-
tétel értelmében BCA=90°, AFC egyenl§ szdru haromszogbdl pedig CAB=15°,igy ABC=75°. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A *-gal jelolt 2 pontot példaul az alabbi gondolatmenetekért is megkaphatja a
versenyzo:



Vezessiik be a v 4j ismeretlent, ahol z =v — 3.
(v=3P2+9(v=3)2+15(v-3)-9=0
V=902 £ 27y 274+ 9v* —54v+ 81+ 15v—45-9=0
v —12v=0
Az egyenlete gydkei: v=0,v=—2v3,v=2V3,igyz=—3,z=—-2v3—-3,2=2V3-3.

Y =233

x
y= <2\/§—3>x
vagy

Csoportositsuk at az egyenlet bal oldalat:
24622 +32-32+182-9=0
24622324327 +182-9=0
2(2+6z-3) +3 (2 +62-3) =0
(z+3) (2 +6z—3) =0
fgyz=-3,2=-2v3-3,z=2v3-3.

Y =2v3-3
X

y= <2\/§—3>x

. Jelolje ay a pozitiv egész k szam négyzetgyokének egészekre vald kerekitését. Mekkora n értéke, ha

1 1 1
—+—+...+—=20217
aj ar ay

Megoldas. ElSszor belatjuk, hogy két szomszédos négyzetszam kdzott pontosan a szamok fele
lesz lefelé, masik fele folfelé kerekitve. Ha példaul m? <k <(m+ 1)2, akkor ezen 2m + 2 darab
k; szam négyzetgyokei koziil m+ 1 darab lesz lefelé és m + 1 darab folfelé kerekitve.

k; négyzetgyoke akkor lesz lefelé, (m-re) kerekitve, ha m* < k; < (m+0,5)2,

azaz m> < m?+m +0,25. Ezm+ 1 darab szdm (mz, m® + 1,..., m? +m), amaradék m+ 1 darab
pedig folfelé lesz kerekitve.

Az eldzbek szerint pontosan m-re kerekitve magan az m? szdm négyzetgyokén kiviil a ndla

nagyobb szdmok koziil m darab, a néla kisebbek koziil m — 1 darab lesz. Ez tehat 2m darab
szam,

ezért
1+1+ +1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ —1—1
a a a 1 1 2 2 22 3 3 3 3 3 3 7 g/

. 1
azaz az m nevezQjl tagok Osszege: — - 2m = 2.
m

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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