Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Aniké és Bea felirtak a tdbldra a pozitiv egészeket 1-t61 2022-ig. Ezutdn a kovetkezd szabalyokat
kovetik:
—kivéalasztanak a szamok koziil tetsz6leges szamuit;
— Osszeadjak a kivéalasztott szamokat;
— kiszamoljdk az Osszeg 7-tel valé osztdsi maradékat, ezt a szamot felirjdk a tablara;
— a kivélasztott szamokat letorlik a tablarol.

Ezeket a 1épéseket egészen addig folytatjdk, amig mar csak két szdm marad a tablan. Ha az egyik
a 2022, mi lehet a masik szam? 7 pont

Megoldas. Mivel minden 1épésben felirnak a tdblara egy 7-tel valé osztdsi maradékot, a keresett
szam csak a 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamok koziil keriilhet ki. 1 pont

Nézziik meg, egy 1épésben mennyivel valtozik a tdblan levé szamok Osszege. (Egy 1épésnek
most a négy miivelet egymas utdni elvégzését nevezziik.) Ha S a kivélasztott szamok 0sszege, M

pedig az S szam 7-tel val6 osztdsi maradéka, akkor az dsszeg (S — M)-mel csokken, 1 pont
ami nyilvan 7-tel oszthatd szdm. 1 pont
Azaz a téblan levd szamok Osszege minden 1épés utan ugyanannyi maradékot ad 7-tel osztva. 1 pont
2022-2023
Kezdetben az 6sszeg — 5 ami 7-tel oszthato, 1 pont
tehét a tdblan maradt két szam Osszege is 7-tel oszthatd. Mivel 2022 7—-tel val6 osztdsi maradéka 6, 1 pont
a masik szdm csak az 1 lehet. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. A sik 6 adott pontja koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. A pontparokat 6sszekotd sza-
kaszok koziil hanyat kell meghuzni ahhoz, hogy biztosan legyen olyan haromszdg, amelynek

csucsai az adott pontok koziil valok? 7 pont
Megoldas. 9 szakasz még nem elég. 1 pont
Példaul (természetesen minden jé dbra 2 pontot ér, dbra nélkiil nem jar

pont): 2 pont
10 szakasz viszont mdr elég. 1 pont

A 10 szakasznak 20 végpontja van, ezért kell lenni olyan pontnak, amely 4 szakasznak is vég-
pontja. (Kiilonben csak 6 -3 = 18 végpont lenne.) 1 pont



Legyen ez a pont A, a bel6le indul6 szakaszok AB, AC, AD és AE. Ha ezek a pontok nem
hatdroznak meg haromszoget, akkor a B, C, D és E pontok kozott nem lehet 6sszekotd szakasz.

Azaz az Osszes lehetséges szakaszbol T = 6 hidnyzik. 1 pont

) 6-5
Viszont mar 10 szakaszt behiztunk, az 6sszes lehetséges szakasz szima — = 15, ezért a B, C,

D, E pontok altal meghatarozott szakaszok koziil legaldbb 1-nek kell még szerepelnie. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. AZABCD négyzet AB oldaldnak E belsd pontjat a D cstccsal 6sszekotd szakasz az AC atlot az M
pontban metszi. Az AMD hiromszog teriilete 2 cm?’. Az EBCM négyszog teriilete pedig 5 cm?.

Mekkora az ABCD négyzet teriilete? 7 pont

Megoldas. Az AEM haromszog hasonlé a CDM haromszoghoz, mert D C

szogeik csucs-, illetve valtdszogek. 1 pont
2

Legyen a hasonlésdg ardnya A, és jelolje t az AEM haromszog teriile- A%t

tét. Ekkor a CDM haromszog teriilete Tepy = A%t 5 1 pont

Mivel az AMD és MCD haromszogeknek kozos a D csticshoz tartozo 5

magassaga, ezért teriileteik ardnya megegyezik AM és MC szakaszok t

aranydval, aza Teow _ MC A 1 pont

val, azaz =—=A.
Y Tamp AM A E B P
Mivel az AC atl6 felezi a négyzet teriiletét, ezért Tapp + Tyicp = Taem + Tepcm- 1 pont

A fenti két 0sszefiiggésbdl az aldbbi egyenletrendszer adddik:

A%t
A
2
A t+2=14+5
Az egyenletrendszer két megoldédsa koziil csak a A = 2, t = 1 megolddsa a feladatnak, tehat a
négyzet teriilete 12 cm?. 3 pont
Osszesen: 7 pont

. Hény pozitiv egész szdmokbdl ll6 rendezett (b;c) szampdr 1étezik, amelyekre az

X4bx+c=0 é xX*+cx+b=0
egyenletek egyikének sincs két kiilonbozd valés megoldasa? 7 pont
Megoldas. Egy masodfoku egyenletnek nincs két kiillonb6zd valés megolddsa, ha az egyenlet

diszkrimindnsa nem pozitiv. (Tudjuk, hogy b és c pozitiv.) Ezt a feltételt a két egyenletre érvé-
nyesitve:

b? <4c ¢€s 2 < 4b. 1 pont



Az els6 egyenldtlenséget négyzetre emelve, a masodikat pedig 16-tal beszorozva:
b* < 16¢% < 64b. 1 pont
Az egyenl6tlenséglancot b-re megoldva:
b* —64b = b(b*> —64) <0,
amibsl a b € N feltételt figyelembe véve

b < 64,
b <4,

b € {1;2;3;4} adddik. 2 pont
Figyelembe véve, hogy ¢ € N

Hab =1, akkor 1 < 16¢2 < 64, amibdl ¢ = 1 vagy ¢ = 2 adddik. 1 pont
Ha b = 2, akkor 16 < 16¢2 < 128, amibdl ¢ = 1 vagy ¢ = 2 addédik. 1 pont
Ha b = 3, akkor 81 < 16¢? < 192, amibdl ¢ = 3 adédik.

Ha b = 4, akkor 256 < 16¢2 < 256, amibdl ¢ = 4 adodik. 1 pont

Tehat a megfelelS (b; c) rendezett szamparok a kovetkezok:
(1), (1:2), (1), (2), (33) & (44).
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha a versenyzs probalgatassal kap eredményeket, akkor az 6sszes eredményért 2,
kevesebb eredményért 1 pont jar.
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