1. H olyan pozitiv egész szamokbdl 4116 halmaz, amelynek az elemeire érvényesek az aldbbi felté-

telek:
(1)2021 € H,

(2) han € H, akkor n 6sszes pozitiv osztdja is eleme H-nak,
(3)barmely k, mc H, 1 <k <mesetén km+1 € H.

a) Bizonyitsuk be, hogy {1;2;3;4;5;6;7,8;9;10} C H.

b) Adjuk mega HN N halmazt.

Megoldas.

a)

2021 =1-43-47
1-43-47+1=2022
2022 =2-3-337
2-3+1=7
2-7+1=15
15=3-5
3:-5+1=16

16 =2*
2:4+1=9
3-43+1=130
130=10-13

Megoldasok és javitasi atmutato

o))
2)
3)
2)
3)
3)
2)
3)
2)
3)
3)
2)

L O R 2 R R T

2021 €e H
1,43,47€ H
2022 € H
2,3,6c H
7€eH
15eH
5€eH
16e H
4,8¢€ H
OcH
130e H
10e H

10 pont



Ezzel belattuk, hogy {1;2;3;4;5;6,7;8;9;10} C H. 10 x 0,5 pont = 5 pont
b) Ezutén igazolni fogjuk, hogy HNNT =N™
Az a) eset vizsgélata alapjan tegyiik fel, hogy {1;2;3;...;2k— 1} CH (k € N)

2,keH B = 2k+1€H 1 pont
2k—1,2k+1€H 3) = (k—1Q2k+1)+1=4k*cH 2 pont
4> =2k-2k e H (2) = 2keH 1 pont
A megadott konstrukciéval folyamatosan a H halmaz elemeit kihagyas nélkiil 2-2 tjabb pozitiv

egész szdmmal bovithetjiik. Ez igazolja, hogy HNNT =N™. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. A huszéarok diszszemléjén m sorban és n oszlopban vonulnak a katondk. Tudjuk, hogy min-
den sor és oszlop teljes, valamint hogy m és n is legaldbb 3. Parancsra a huszarok megallnak,
és kardjuk 0sszeérintésével iidvozlik a veliik oldalrdl vagy 4tlésan szomszédos huszartarsaikat.
Hény huszar vonult fel a diszszemlén, ha igy 0sszesen 789 kardcsorrenést lehetett hallani? 10 pont

Megoldas. A huszdrokat harom csoportba sorolhatjuk elhelyezkedésiik szerint. Azok a husza-
rok, akik soruknak és oszlopuknak is a sz€élén (sarkon) helyezkednek el, 3 tarsukat tidvozlik, ez
Osszesen 12 kardcsorrenés. 1 pont

Azok a huszarok, akik vagy a soruknak, vagy az oszlopuknak a szélén helyezkednek el, 5 tarsu-
kat tidvozlik. Ilyen huszarbdl 2(m —2) +2(n —2) van, igy ez 6sszesen 10 (m +n —4) kardcsor-
renés. 1,5 pont

A tobbi huszér 8 tarsat udvozlni, és beldlikk (m —2) - (n — 2) taldlhat6, ez 6sszesen
8(m—2)-(n—2)
kardcsorrenés. 1,5 pont

Mivel minden tidvozlést kétszer szdmoltunk meg, ezért a diszszemlén Osszesen

1
—-(12+10m+n—4)+8(m—2)-(n—2)) =4mn—3m—3n+2.

2
kardcsorrenést lehetett hallani. 1 pont
Tehat
4mn —3m—3n+2 =789
16mn —12m —12n+8 = 3156
(4m—3)-(4n—3) =3157.
Vagy masképpen:

dmn—3m—3n+2 =789

3 3 1

(4m—3)- (4n —3) = 3157. 2 pont



Mivel 3157 =7-11-41, ezért csak ugy bonthat6 fel két 4-gyel osztva 1 maradékot add, 1-nél

nagyobb szdm szorzatara, hogy 3157 = 41-77. Ekkor m és n értéke 11 és 20. 2 pont
Tehét 0sszesen 220 huszér vonult fel a diszszemlén. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. Az ABCDEF konvex hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak. Bizonyitsd be, hogy az ACE és
BDF haromszogek teriilete egyenld. 10 pont

Megoldas.

Az ACE hiromszog teriiletének vizsgalatahoz
eldszor hizzunk parhuzamosokat A-n keresz-
tiul BC-vel, C-n keresztill ED-vel és E-n ke-
resztiil FA-val. 2 pont

Legyenek ezen parhuzamosok paronként vett
metszéspontjai az abra szerint: G, H és I. |

Ezek a metszéspontok a hatszog belsejében

vannak, mivel példaul az A-bdl indulé BC-vel

huzott parhuzamos csak a CD vagy ED olda- G H
lon ,,léphet ki’ a hatszogbdl (mivel FE-vel és
BC-vel parhuzamos) és az E-bSl CD-vel (és
FA-val) huzott pirhuzamos (E-n kiviili) ma-
sodik metszéspontja a hatszoggel a BC vagy A B

AB oldalon kell, hogy legyen. Ha ezeket a mdsodik metszéspontokat P-nek, illetve Q-nak nevez-

ziik, akkor AQPE egy konvex négyszog, aminek a csucsai a hatszog keriiletén vannak, ezért az

atldi a hatszog belsejében metszik egymast (/-ben). 1 pont

Ha G, H és I nem esik egybe, akkor a hatszoget az dbra szerint 3 paralelogrammaéra (ABCG,
CDEH, EFAI) és egy haromszogre (GHI) oszthatjuk. EbbSl az ACE haromszog teriiletét a ha-
rom paralelogramma fele és a GHI haromszog alkotja. 1 pont

A BDF haromszog teriiletének vizsgalatdhoz
ehhez hasonldan hiizzunk parhuzamosakat B-
n keresztiill CD-vel, D-n keresztiil EF-fel és
F-en keresztiil AB-vel, amik az 4bra szerint J,
K és L pontokban metszik egymast.

Ha J, K és L nem esik egybe, akkor a hat-
szoget az édbra szerint 3 paralelogrammara
(FABK, BCDL és DEFJ) és egy haromszogre F J K
(JKL) oszthatjuk. Ebb8l a BDF hiromszoget C
a harom paralelogramma fele és JKL harom-
szog alkotja. 1 pont

A fenti két felosztasbol kovetkezik, hogy ele-
gendd belatni, hogy GHI és JKL egyenld te-
riiletd. 1 pont




Ennél tobb is teljesiil: egybevagdak. Mivel az oldalaik parhuzamosak, ezért elég belétni, hogy
példdul GH = JK.

Az alabbiakban feltételezziik, hogy AB > DE. (Az AB = DE esetet a végén vizsgaljuk.)
Mindkét szakasz hossza AB — ED, mivel:

Az 1. abran: GH = GC — CG.

AB = GC, illetve HC = ED, mert egy-egy paralelogramma szemkozti oldalai.

Tehdt GH = AB—ED.

A 2. dbran: JK =FK—FJ.

FK = AB, illetve FJ = ED, mert egy-egy paralelogramma szemkozti oldalai.

Tehat JK = AB—ED.

Ha a hatszog szemkozti oldalai egyenldk, akkor (és csak akkor) a G, H és I, illetve J, K és
L metszéspontok egybeesnek, és ekkor az ACE és BDF haromszogek teriilete egyardn a hat-
sz0g teriiletének a fele, mivel a paralelogrammadkra val6 felosztds sordn mindkét haromszogbe a
paralelogrammadk fele esik.

Osszesen:

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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