Megoldasok és javitasi atmutato
1. Az (a,) sorozat tagjait a {0; 1;2} halmazbdl vélasztjuk ki az aldbbi szabdly szerint: ha a; = j,
akkor a1 ;=0 (k € NT).
Jelolje S a sorozat els6 2023 tagjanak Osszegét! Hatarozzuk meg S lehetséges legnagyobb értékét. 10 pont
Megoldas. Legyen a sorozat els6 2023 tagja kozott elforduld kettesek szama a, az egyeseké b,
a nullaké c. Ekkor a+b+c =2023 és S =2a+b. 2 pont

Tetszoleges 1 <k <2021, a; =2 esetén a1, = 0. Ha tehat 1-t61 2023-ig a darab 2-es van, akkor
1-t61 2025-ig legaldbb a darab O van, ami azt jelenti, hogy 1-t6l 2023-ig a 0-k szdma legalabb
a—2.fgycza—2,azaza§c—|—2. 1 pont

Ennek figyelembe vételével:
S=2a+b<a+b+c+2=2023+2=2025. 3 pont
A maximalis 0sszeg megvaldsithatd példaul az alabbi sorozattal:
et Y et et N ertrer- N ardrur —
2,1,0,2,1,0,2,1,0,2,2,0,0,2,2,0,0,...,2,2,0,0,2,2,

3-szor 503-szor

ahol a sorozat elején a 2, 1, 0 részlet 3-szor szerepel, utdna a 2, 2, 0, 0 részlet jon 503-szor, majd

ezt kovetden két 2-es kovetkezik. 3 pont
Ekkor

§S=3-34+503-4+2-2=2025.
Tehdt S maximdlis értéke 2025. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Konstrudljunk ilyen sorozatot! Minden 1-est 0 kdvet, minden 2-es utan kovetkez-
het 2 és utdna 0, 0 vagy 1 és 0, illetve 0 és 0. A sorozat tehat ,,1, 07, ,,2, 0, 07, ,,2, 1, 0” vagy
.2, 2, 0, 0” blokkokbdl és €l6 nem irt 0-kbol allhat. 2 pont

Akkor érhetd el a legnagyobb 0sszeg, ha a szamok atlaga a lehetd legnagyobb. ez pedig akkor

kovetkezik be, ha kizarjuk a nem eldirt O-kat, és mivel az ,,1, 0” és ,,2, 0, 0” blokkban az étlag
1-nél kisebb, mig a ,,2, 1,07 és a ,,2, 2, 0, 0” blokkokban 1, igy csak a két utébbit hasznaljuk. 2 pont

Az atlag igy legaldbb 1. Ezt akkor tudjuk ndvelni, ha a sorozat 2023. tagja utdn a lehetd legtobb

eldirt 0-t hagyhatjuk el, vagyis a 2024. és 2025. helyeken el6irt 0-k allnak. 2 pont
Eszerint a 2022., és 2023. tag 2, 2, az azt megel6z6 tagokat pedig a ,,2, 1, 07 és ,,2, 2, 0, 0”

blokkokkal toltjiik fel (példaul az elsé megolddsban latott médon). 3 pont
A szamok 6sszege ekkor a lehet6 legnagyobb, és ez 2021 +2 + 2 = 2025. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Az ABCD konvex négyszogben CD — AB = BC. A négyszog B-bol induld kiils6, és C-bdl induld
belsd szogfelezd egyenese M-ben metszi egymast. Igazoljuk, hogy MA = MD! 10 pont



N Hosszabbitsuk meg a BC oldalt B felé AB-vel,
a kapott pontot jeloljiik E-vel! 3 pont
EC=CD. 1 pont

Igy az ECD hiromszog egyenld szar, tehét a
C-bdl indul6 szogfelezd egyben az ED szakasz
felez6 merdlegese, amibdl ME = MD. 2 pont

EB = BA, igy az EBA hiromszog egyenld szaru, tehdt a B-bdl induld belsd szogfelezd (ami
az ABCD négyszdg B-bdl induld kiilsd szogtelezbje) egyben az EA szakasz felezd merdlegese,

amibdl ME = MA. 2 pont
A két egyenlséget egybevetve adédik, hogy MA = MD. 2 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzések a pontozashoz.

* Amennyiben a tanul6 nem a BC oldalt hosszabbitja meg AB-vel, hanem az AB-t BC-vel,
2 pont adhato.

* Ha nincs oldalmeghosszabbitas, de a CD oldalt osztja fel AB és BC hosszusagu szakaszok-
ra, 1 pont adhatd.

* Ha megjelenik az a gondolat, hogy egy egyenld szart haromszog szarszogének szogfelezd-
jének minden pontja egyenld messze van az alap két végpontjatdl, tovabbi 1 pont adhatd.

. 100 kavicsot szeretnénk felosztani kisebb kupacokra. Egy k kupacra torténd felosztast jonak
neveziink, ha

* barmely két kupac mérete kiillonboz6, és

* akdrhogyan is osztjuk szét az egyik kupacot két ndla kisebb kupacra, a keletkezd k + 1
kupac kozott lesz két azonos méretdi.

Hatdrozzuk meg k lehetséges legkisebb és legnagyobb értékét! 10 pont

Megoldas. Ha k > 14, akkor a kupacokban legaldbb 1 +2+---+ 14 = 105 kavics lenne, ami
ellentmondds, tehat k < 13. k = 13-raa {1,2,3,...,11,12,22} felosztés jo: akdrmelyik kupacot
is osztjuk ketté, a két keletkezett kupac mérete koziil a kisebb mar el6fordult. Tehat k lehetséges
maximuma 13. Megmutatjuk, hogy a minimum 10. A {1,3,5,...,17,19} felosztds j6, hiszen
minden kupac kettéosztdsakor egy paratlan kupacot osztunk fel egy paros, és egy nala kisebb



méretd paratlan méret kupacra, és minden kisebb pdratlan szdm mar el6fordul egy masik kupac
méreteként.

Tegyiik fel, hogy nincs 1 méretd kupac! Mivel n = (n — 1) + 1, ezért ha van n méretd kupac,
akkor n — 1 méretd is van. Ezt megismételve adédik, hogy van n —2, n — 3, ... méretd kupac is,
ami ellentmondds. Tehat egy j6 felosztasban biztosan van 1 méretii kupac.

(*): Ha a legnagyobb kupac mérete 2m + 1, akkor van 1 vagy 2m, 2 vagy 2m — 1, ...m vagy
m+ 1 méretl kupac, tehat a kupacok szdma legalabb m.

Ha a legnagyobb kupac mérete 2m, akkor van 1 vagy 2m — 1, 2 vagy 2m—2, ..., m — 1 vagy
m+ 1 méretl kupac, tehat a kupacok szdma legalabb m.

Ha k < 8, akkor a legnagyobb kupac mérete a (*) megallapitas miatt legfeljebb 16. Ekkor a ku-
pacokban egyiitt legfeljebb 1+ 16+ 15+ 144---- 410 =92 < 100 kavics van, ami ellentmondaés.

Ha k =9, akkor a legnagyobb kupacban legfeljebb 18 kavics van. Vegyiik a legkisebb 10-nél
nagyobb méreti kupacot!

Erre alkalmazva a (x) megéllapitast addik, hogy legaldbb 5 olyan kupac van, aminek a mérete
legfeljebb 10. Tovabba a legkisebb 1-nél nagyobb méretli kupac legfeljebb 4 kavicsot tartalmaz-
hat, igy a kavicsok szdma legfeljebb 1 +4+8+94+104+15+164 17+ 18 =98 < 100, ami
ellentmondas.

Pontozasi atmutato.

* k < 13 indokléssal egyiitt: 1 pont, indoklds nélkiil nem jar pont.
* Konstrukci6 k = 13-ra, és ennek indokldsa: 1+ 1 pont.

* Konstrukcié k = 10-re, és ennek indokldsa: 1+ 1 pont.

* k > 10 bizonyitdsa: 5 pont, az alabbi részpontszamok adhatok:

— Nincs 1 méretd kupac: 1 pont

— Ha a (x) dllitds megjelenik dltalanos forméaban: 2 pont. Ha a gondolat megjelenik konk-
rét szamra haszndlva, akkor 1 pont adhato.

— A k < 8 eset tisztdzdsa Osszesen 3 pontot ér. Ha ez nincs jol megindokolva, akkor az 5-
bdl legfeljebb 2 pontot kaphat a tanul6 a részgondolatokra, akkor is, ha mindkét el6z6
gondolat rendben van.

— Az utolsé 2 pont a k = 9 eset kizardsaért jar, ezt nem osztjuk fel tovabbi részpontokra.
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