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Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

2a 3b 4c

1. Mil itiv egész a, b, ¢ értékekre teljesiilnek = =
ilyen pozitiv egész a, b, c értékekre teljesiilne a2+a 35 d+e

egyenldségek? 7 pont

(. 2a o « : . .
1. megoldas. ta < 2, mert a pozitiv nevezdvel szorozva, majd 2a-t kivonva (amelyek ekviva-
a

lens 1€pések) 0 < 4 adddik. 1 pont

s

< 2 egyenl&tlenségbdl szintén (az el6z6hoz
C

. . 4c
Az eldz6 egyenlStlenség teljesiilése miatt az 1

hasonl6) ekvivalens 1épésekkel kijon, hogy ¢ < 4. Tehat csak ¢ = 1, 2 vagy 3 lehet. 2 pont
2 4
Oldjuk meg a > —fa =1 jc egyenletet c = 1,c = 2, ¢ = 3 esetekben.
1 esetén 2 4 megoldasa 4 nem egé 1 pont
c=1es =S saa=— ész.
2ta 5 ¢ 3 emeg P
2 8 3b 8 12
c =2 esetén Zfa =3 megoldasa a = 4, de 3556 megoldasa b = 5 nem egész. 1 pont
2 12 3b 12
¢ =3 esetén Z—fa == megoldésa a = 12, és 3+ 5 7 megolddsa b = 4. 1 pont
Azaz az egyenlet egyetlen megolddsa: a = 12, b =4, ¢ = 3. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. a 4c il & A .
2. megoldas. = egyenldségbdl atrendezés utan ac — 4a + 4c = 0 adodik. 1 pont
24+a 4+c
Mindkét oldalbél 16-ot kivonva a bal oldal szorzatté alakithat6: (a+4)(c —4) = —16. 1 pont
Mivel a + 4 biztosan pozitiv, ezért ¢ — 4 negativ kell legyen, ezért csak ¢ = 1, 2 vagy 3 lehet. 1 pont
Innen hasonl6an az 1. megolddshoz végignézziik 1-1-1 pontért a harom esetet. 3 pont
Azaz az egyenlet egyetlen megolddsa: a = 12, b =4, ¢ = 3. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Négy jobarat észrevette, hogy ha elosztjdk a konyveik szdmat a konyvek szdmaban a szdmjegyek
Osszegével, akkor eredményiil mind a négyen ugyanazt az egész szdmot, 13-at kapjak. Bizonyitsuk
be, hogy legalabb kettejiiknek ugyanannyi konyve van.

(Ha valamelyik bardtnak példdul 63 konyve lenne, akkor 6 eredményiil 63 : (6+3) = 7-et kapna.) 7 pont

Megoldas. Legyen Kdlmannak (az egyik jobaratnak) k darab konyve. A feladat allitasa alapjan
13 osztéja k-nak. Ha Kdlman eredményiil 13-at kapott, akkor k nyilvdn nem lehet egyjegyi
szam. Masfeldl 13 kétjegyl tobbszoroseiben, azaz a 13,26,39,52,65,78 és 91 szamokban a
szamjegyosszeg rendre 4, 8, 12, 7, 11, 15 és 10, és ezek egyike sem oszthatd 13-mal, azaz k
kétjegyl szam sem lehet. 1 pont

Ha k négyjegyli szdm, azaz k = abcd alkalmas a, b, ¢, d szdmjegyekkel, akkor a+b+c+d < 36
miatt k = abcd < 13 -36 = 468 lenne, ami ellentmondasban all azzal, hogy k négyjegyli szam. 1 pont

Ha k tobb mint négyjegyi szam lenne, akkor hasonl6 ellentmondast kapnank mint az imént, azaz
k = abc alaki haromjegy( szdm lehet csak (ahol a, b, c szamjegyek, és a > 0).

Az eddigiek alapjan a 100a 4 10b + ¢ = 13a + 13b + 13c¢ Osszefiiggésnek kell teljesiilnie, 1 pont

vonjunk ki (13a + 105+ ¢)-t mindkét oldalbél: 87a = 3b + 12¢ adddik, majd 3-mal osztva azt
kapjuk, hogy 29a = b+ 4c. 1 pont

Mivel a, b és ¢ szamjegyek 29a = b+4c < 5-9 =45, igy a = 1 lehet csak. Ekkor 29 = b +4-4c.
Mivel a bal oldalon 4-gyel osztva 1 maradékot ad6 szam szerepel, igy b is ilyen, azaz b =1, 5
vagy 9 lehet csak. Ezeket az értékeket beirva b helyére a 29 = b + 4c¢ egyenletbe rendre ¢ =7, 6

és 5 adodik. 1 pont

Azaz a konyvek k szdmdra harom megoldds 195; 156 és 117 kaphato. 1 pont
195 195 156 156 117 117

Ellendrzés: = =13, = =13¢ = =13.

(EllenGrzes: 17915 = 15 14546 12~ 1+1+7 9 )

Mivel 4 barat van és 3 kiilonboz6 konyvszam lehet csak, igy a skatulyaelv miatt biztosan van

legalabb 2 barat, akinek ugyanannyi konyve van, és éppen ezt akartuk megmutatni. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy trapéz atl6i 5 €s 12, két alapjanak Osszege pedig 13 egység hosszu.
a) Mekkora a trapéz teriilete?
b) Lehet-e a trapéz minden oldaldnak hossza egész szam? 7 pont
1. megoldas. Hasznéljuk az abra jeloléseit! Legyen AB = a, CD = ¢, AC = e és BD = f.

D c C A’

Tiikrozziik az ABCD trapézt példaul a BC szar F felez&pontjara. 1 pont

2



Ekkor az AD’A’D paralelogramméhoz jutunk, amelyben az e, f’, valamint az AD' = a+c¢ = 13
szakaszok hosszai pitagoraszi szimharmast alkotnak. Tehat az ACD’ haromszog derékszogii.

. p " (st 14 e 1 2 a+c
Mivel a trapéz teriilete azonos az ACD’ derékszog(i hdromszog teriiletével (Tiwapsz = ——-

e f e-f
= 5=
A feladat médsodik részéhez valasszuk az atlok metszéspontjat M-nek.

m =

= Tharomszog) 1Y a keresett teriilet Tiraps, = 30.

A megfeleld szogeik egyenlésége miatt AMBA ~ CMDA, igy a megfelel6 oldalaik ardnya
azonos.

Feltételezve, hogy AB < CD, a rovidebb oldal AB = 1; 2; 3; 4; 5; 6 lehet. Felhaszndlva az
AMBA ~ CMDA hasonlésagot, konnyen szdmolhato a trapéz szaranak hossza. A BC és AD

az AB alap egyetlen egész értéke esetén sem ad egész hosszt. (Pl. AB = 1 esetén MA =

B7
144
MD = SER Ekkor az AMD (az 4tlok mer6legessége miatt) derékszogli haromszogre Pitagorasz

s (57 [144\?
tétele alapjan AD” = (E) + (1—3> nem ad egész megoldast.)
A 3 pont az 0sszes eset megvizsgalasara adhato.

Osszesen:

2. megoldas. A feladat masodik részére, azaz a javitokulcs utolsé négy pontjara a kdvetkezd
indoklas is elképzelhetd:

Az esetvizsgélat helyett altalanosan is felirhatjuk a BC szarra a Pitagorasz-tételt.

Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket: MC = x; MD =y. Ekkor a kordbbi hasonldsdgot felhaszndlva
(AMBA ~ CMDA) a kovetkezSket kapjuk:
x _y _ c
5-x 12—y 13—¢

Az x és y értékeket kifejezve:

X c y ¢
5—-x 13—c¢ 12—y 13—¢
13x = 5¢ 13y =12c
5 12
T T3¢
5 \° 12 \?
BC? =+ (12—y)* = = 2-Zc) =
C - =x"+( y) (13c> +< 130)
144 , 288¢c
2 2
=144y — -
160° T T 160¢ T3
=c?+144 €7

288
Mivel 0 < ¢ < 13, és a 13 nem osztdja a 288-nak, ezért Fc értéke nem lehet egész. Tehat nem

lehet a trapéz minden oldala egész.

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



4. Letesziink az asztalra egymds mellé egy sorba 20 pénzérmét ugy, hogy 10-nél a Fej, 10-nél az
Iras legyen feliil. Igazoljuk, hogy biztosan lesz egymds mellett 10 olyan érme, amelybdl 5-nél
Fej, 5-nél Irds van feliil. 7 pont

Megoldas. Szamozzuk meg a husz letett érmét sorban 1-20-ig, és nevezziink ,,blokknak™ tiz

szomszédos érmét. Tehat az els6 blokk az 1.-10. érme, a masodik a 2.-11. érme, ..., az utolso a

11.-20. érme.

Nézziik meg, hany Fej van az els6é blokkban (az els6 10 érme kozott). Ha pontosan 5, akkor

készen vagyunk. 1 pont
Ha 5-nél kevesebb, akkor az utolsé 10 érme kozott nyilvan 5-nél tobb Fej van. 1 pont

Haladjunk az els6 blokk feldl az utolsé blokkig egyesével. Amikor egy ilyen blokkrdl a szomszé-
dosra Iépiink, a kordbbi blokk elsé érméje kicserélddik a kovetkezd blokk utolsé érméjére. 1 pont

A Fejek szdma tehat a kovetkezoképpen valtozhat:
— ha Fejet cseréltiink Fejre, akkor nem valtozik,
— ha Irést cseréltiink frésra, akkor sem valtozik,

— ha Fejet cseréltiink Irdsra, 1-gyel csokken,

— ha Irast cseréltiink Fejre, akkor 1-gyel nd. 1 pont
Tehat a Fejek szama a szomszédos blokkra éttérve vagy nem valtozik, vagy 1-gyel valtozik. 1 pont
Emiatt, mivel az els6 blokkban 5-nél kisebb, az utolséban 5-nél nagyobb a Fejek szama, kell hogy

legyen egy olyan blokk, amelyben 5 Fej és 5 Irds van. 1 pont
Ha pedig az els6 blokkban 5-nél t6bb Fej van, akkor az utolséban 5-nél kevesebb, és a fenti

indoklas pontosan ugyanigy miikodik. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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