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Megoldasok és javitasi datmutato
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1. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szamokra teljesiil az —+ -+ — =
a b ¢ a+b+c

Osszefiiggés, akkor
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Megoldas. A feltétel miatt a#0, b#0, c#0, a+b+c#0. A nevezdkkel beszorozva (a +
+b+c)(ab+bc+ ca)=abc, amit nulldra rendezve és a hatvanyai szerint csoportositva

O=(a+b+c)ab+bc+ca)—abc= az(b+c)+a(b2 +2bc+02)+bc(b+c)
adodik.
Elvégezve a lehetséges kiemeléseket:

0=b+c) |a®+ab+c)+be| =(b+c)a+b)a+c).

Tehat valamelyik két valtoz6 egymds ellentettje, ezen valtozok pdratlan egész kitevss
hatvanyai is egymads ellentettjei, amibdl kovetkezik a bizonyitand6 egyenl6ség,

amelynek mindkét oldala értelmezett a kiindulé feltételek mellett.
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Osszesen:

2. Az a oldali N négyzetet a kozéppontja koriil elforgatva az N’ négyzetet kapjuk. A
két négyzet kozos része olyan nyolcszog, amelynek mindegyik oldala b hosszu.

a) Fejezziik ki a nyolcszog teriiletét a-val és b-vel!
b) Ha az N és N’ négyzet metszetének teriilete ¢, uniéjanak teriilete pedig T', akkor
t2+T2

B

igazoljuk, hogy vi{-T < 0’ <
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Megoldas. Tekintsiik a kovetkezs dbrat!

Az abra jelolései alapjan egyrészt a —b=x+y, masrészt Pitagorasz tétele alapjan z+
2 2

+y-=b".

A két egyenlet Osszevetésébdl (a — b)?> — b* =a® — 2ab=2zy adédik.
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gy Th = a’— 2xy = a? — (a2 — 2ab)=2ab.

2 pont
Hasonléan adédik, hogy Ty = a® +2zy = 2a” — 2ab.
Mivel a feladat jelolései szerint T =t =2abés Ty =T = 2a% — 2ab, ezért azt kell igazolni,
hogy
4a2b? +4a%(a —b)?
\/Zab(2a2—2ab)<a2<\/ a ; @-b .
A bal oldali egyenl6tlenség négyzetre emelés és rendezés utdn a 0 < (2b — a)2 egyenlét-
lenséggel ekvivalens, ami nyilvdnvaléan helyes. 2 pont
A jobb oldali egyenl6tlenség szintén négyzetre emelés és rendezés utdn ugyancsak a 0 <
< (2b—a)? egyenlGtlenséghez vezet, ami helyes, mert b= % nem lehetséges. 2 pont
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés. Az a) rész helyes megolddsaért 3 pont adhatd, a b) rész bizonyitasanak ese-
teiért a maximéalisan adhat6 2-2 pont a bizonyitds teljességének teljesitése szempontjabol
1-1 pontra lebonthaté.
3. A k kor belsejében levd ABC' szabalyos haromszog " A,
oldalegyenesei a k kort az Ay, Ay, By, By, Cy, C, pon- !
tokban metszik a kovetkezd betlizés szerint:
az AB oldalegyenes metszéspontjai a korrel A és B,. A
Hasonléan: a BC' egyenes metszetei a korrel By, illetve
C,, és a C A egyenes metszetei a korrel C, illetve A, o B,
az dbranak megfelelGen. C B
Bizonyitsuk be, hogy o
1
AA1+BBl+CcleA2+BBz+002. B,
Megoldas. Jelolje x az ABC szabdlyos haromszog oldalainak hosszat. Ekkor az A cstics-
nak a korre vonatkozé hatvanya kétféle modon torténd felirdsabol (vagy az AA; A, és
AB,C haromszogek hasonlésagabol :
AAZ-ACl :AAl A32 2 pOIlt



Atalakitva:
AA2 . (z+CCl):AA1 . (£E+BBz).
Ugyanezt felirva a B és C cstcsra:
BB2(£E+AA1): BBl(w +CCz),
illetve CCr(x+BB)=CCi(z+AA)).

Ezt a hdrom egyenletet 0sszeadva
£E(AA2 +BBQ+002)+AA2 . CCl +332 AAl +002 . BBI =
=£E(AA1 +BBl +CCl)+AA1 . BBz +BBl . 002 +CCl . AA2
adaodik.
Az Osszevondsok utdn x-szel egyszerlisitve éppen a bizonyitandé egyenldséget kapjuk.
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Osszesen:

4. 121 darab pozitiv egész szamrdl tudjuk, hogy 6sszegiik 360. Bizonyitsuk be, hogy
az adott 121 darab pozitiv egész szam koziil ki lehet néhdnyat vélasztani ugy, hogy a
kivélasztott szdmok Osszege 120 legyen.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a 121 darab pozitiv egész szamnak egy-egy egységnyi suga-
ru korcikket feleltetiink meg ugy, hogy a korcikk kozépponti szogének fokokban mért ér-
téke éppen az adott pozitiv egész szam legyen. A feladat feltétele szerint ekkor a 121 da-
rab korcikk kozépponti szogének dsszege fokokban mérve éppen 360°.

A korcikkeket egymés mellé masolva egy teljes egységnyi korlapot kapunk.

Szinezziik kékre a kapott egységnyi sugaru kor kertiletén a korcikkeket hatarolé pontokat!
Jeloljiik be példaul piros szinnel az Osszes tovabbi olyan pontot a keriileten, amelyek
a kékre szinezett pontokbdl fokokban mérve egész szamu fokkal torténd elforgatdssal

kaphatok. Igy 6sszesen 360 bejelolt pont lesz a kor keriiletén, amelyek koziil 121 darab
kék szind, a tobbi piros.

A feladat allitasdnak igazoldsahoz elég azt megmutatni, hogy a kor keriiletén megjelolt
360 pont koziil kivalaszthaté 3 darab olyan, amelyek egy szabdlyos hdromszog csucsai,
és e csucsok koziil legalabb kettd kék szind.

Hiszen ekkor a két kék szinii csidcs éltal meghatdrozott kdzépponti szog 120°, illetve
240°.
A bejelolt 360 pont 120 db olyan szabdlyos haromszog 3-3 csicsa, amelyeknek nincs

kozds csdcsuk (hiszen egy szabdlyos haromszog és ennek 1°, 2°, ..., 119°-os elforga-
tottjainak csucsai adjak ki a pontokat).

Mivel 121 kék pontunk van, a skatulyaelv szerint kell lennie olyan szabdlyos haromszog-
nek, amelynek legaldbb két csicsa kék szinti, ezzel pedig allitdsunkat igazoltuk.
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Osszesen: 7 pont



