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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az a és b val6s szdmra a® 4+ b* = 1 teljesiil, ahol ab # 0. Hatdrozzuk meg az

(42) (1+5)

szorzat minimumat.

Megoldas.

1 1 (@+1)B*+1)  a®®+ (a> + ) + 1
<1 + az> (1 * I)2> - a?b? - a?b? '

1 1 2

: 2 2 £ _
Mivel a” + b~ = 1, ezért (1 + a2) <1 + b2) =1+ PR
Az a® + b = 1 feltétel alapjan (|a| — [b])* + 2|ab| = 1, azaz 2Jab] = 1 — (|a| — |b])°.

Tudjuk, hogy (Ja| — [b])> = 0, igy 2|ab| = 1 — (|a| — |p)* £ 1.
1

A kapott egyenl&tlenség tehat 2|ab| < 1 alakd, ezért a’b* < T

, ahol a?b* > 0, akkor

1 1 2 2
(”az) (1+bz>:1+azbz§1+;:9'
1

1
Az <1 + > <1 + ) szorzat minimuma tehat 9 lehet.

Ha pedig a’b* <

B

a? b2

2
A minimum meg is val6sul az |a| = |b| = R esetben.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Az AB alapu egyenl$ szari haromszog alapjanak felezGpontja F', silypontja S, magas-
sagpontja M, beirt kore k. Ha FM = /6 és S illeszkedik k-ra, akkor mekkora a hdromszog
keriilete?

Megoldas.
o Tekintsiik az dbrét.
AKE=KF=KS=r, AF=FB=a, AC=BC=b, FC=m
jelolésekkel a feltételek alapjan KC = 5r.
A KEC és a BFC haromszog hasonldsaga alapjan (KCE szog ko-
_.)KE KC’aar T, b_s
208) —— = ——, azaz — = —, { = Sa.
FB_ BC a0 ¥
b Az AFM és a CFB derékszogli haromszogek is hasonlok, mert
S FAM< és FCB< mer6leges szard hegyesszogek,
igy a hasonldsdg alapjin
E
K FM AF V6 a
M T FB _CF " o T w
A a F a B 2

. a
igy m = —.
gy /6

Az AFC derékszogli hdromszogre Pitagorasz tételét alkalmazva a® + m? = b2

2 4
Ab=5am= " helyettesitéseket elvégezve % = 244’ adédik,

V6

ahonnan a = 12.

A hdromszog keriilete tehdt 2a + 2b = (12 + 60) - 2 = 144.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

3. A Piramis Bank elnoke a kiilvarosbdl jar be munkahelyére dolgozni. Hétkdznapokon egy
sof6r jon érte, aki minden nap ugyanabban az id6pontban indul a banktél, felveszi az elno-
kot, és pontosan nyitdsra megérkeznek. Egyik reggel a sof6r telefondlt, hogy valami baj van
az autéval, ezért valészintileg késni fog. Az elndk emiatt a szokottndl egy oraval kordbban,
gyalog indult munkdba. A sofér kozben megjavitotta az autét, és mégis el tudott indulni a
szokdsos id6pontban, igy ttkdzben taldlkozott a bankérral. Felvette, és nyitas el6tt 20 perc-
cel érkeztek a bankhoz.

Mennyi ideig sétdlt a bankar? (Feltehetjiik, hogy az aut6 sebessége édllandé és az utas fel-
vétele nem jar idéveszteséggel.)

1. megoldas. Mivel az elnok elindult gyalog, a soférnek a szokottnél rovidebb utat kellett
megtennie. A sof6r dlland6 sebességgel haladt, tehat a 20 perc kiilonbség tgy jott 1étre, hogy
a bankbdl a haz felé, majd vissza a bankhoz egyarant 10-10 perccel kevesebb ideig tartott
az 1t, mint a tobbi napon.

3 pont



Tehat a megszokotthoz képest 10 perccel kordbban szallt be az autéba a Piramis Bank el-
noke. 2 pont

Mivel az elndk egy 6rdaval kordbban indult, mint szokott, és 10 perccel kordbban szallt au-
téba, mint a tobbi napon, igy Osszesen 50 percig kellett sétdlnia. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Abrizoljuk id6—tivolsag koordinatarendszerben az adatokat! Jelolje B a ban-
kot, O a bankar lakdsat (és egyben a sofér szokdsos induldsanak idGpontjat), I azt az id6-
pontot, amikor a bankdr be szokott szdllni az autéba, N pedig a nyitds pillanatit. A sofér
alland6 sebességgel halad, ezért O = IN. 1 pont

| tavolsag | tavolsag

! ! 1 pont

s ; s

| idé T | 1d6

o I N O K| LF[I N
60 p

A rendhagy6 napon 60 perccel hamarabb, a K id6pontban indult a bankdr. Mivel a sof6r az
utolsé pillanatban megjavitotta az autét, ezért a szokdsosnal kordbban, a 7" pontban vette fel
fonokét. (Itt T' egyszerre jelol id6pontot és helyet.) Mivel az aut6 sebessége nem valtozott,
a vastag vonallal dbrdzolt szakasz parhuzamos az els6 dbran lathaté6 mésodik szakasszal. 1 pont
Emiatt I,] = 20 perc. 1 pont
A T pont id6-tengelyen vett F' merbleges vetiilete felezi az I,I szakaszt, mert a sebesség
véaltozatlansdga miatt az auté6 mozgdsat dbrdzold szakaszok egyenl6 szoget zdrnak be a viz-
szintes tengellyel. 1 pont
Tehat F'I = 10 perc, 1 pont
vagyis K F' = 50 perc.
A bankar 50 percet gyalogolt. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Egy ABC hegyesszogili haromszog belsejében egy tetszleges O pontbdl merdSlegeseket
bocsatunk az AB, BC és C'A oldalakra. A talppontokat rendre jeloljik R-rel, P-vel és
@-val. Rajzoljunk kifelé négyzeteket az RB-re, PC-re és AQ-ra.

Mekkora a hdrom négyzet teriiletének Osszege, ha tudjuk, hogy AR=7, BP =5 és

CQ =67

Megoldas.

Legyen OR =z, OP =y, OQ = z, és le-
gyen PC =p, QA = q, RB = r. Keresendd
a p2 + 72 4 q2 Osszeg.

[rjuk fel a pitagorasz tételt az OQA hérom-
szogre: 2> + ¢* = OA%

Az ORA hiromszogre: x> + 7> = O A%
Mivel az OA atfogé mindkét haromszogben
koz0s, ezért

@ 2P =22 +7

Hasonléan kapjuk, ha felijuk a BOR
haromszogre és a BOP haromszogre a
Pitagorasz-tételt:

In 22+t =y + 5%

Es a POC héaromszogre és a COQ hdromszogre a Pitagorasz-tételt:

(I1I)

y:+pt =2+ 6%

Az (I), (I) és (III) egyenleteket Osszeadva kapjuk:

Rendezés utan

AP AP A = P+ S 6 T

P+@+rt=524+6>+7
p2+q2—|—r2=110.

Tehat a harom négyzet teriiletének 6sszege 110.

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Hatdrozza meg azokat az egész szamokbdl 4ll6 (z;y) szamparokat, amelyek kielégitik a

kovetkezd egyenletet:

(x+2)" —a* =4

Megoldas. Az a*> — b* = (a — b)(a + b) azonossdgot hasznaljuk az egyenlet bal oldalara:
((z+ 2)? — 2?) ((z + 2)? + ) =y’ 1 pont

Az azonossagot ismét alkalmazzuk a bal oldal elsé tagjara:
(x+2—z)(x+2+x)20” + 4z +4) =57,
Es kiemeljiik a ketteseket:

(x4 1)(2? +22+2) =y 1 pont

A madsodik zardjelben teljes négyzetté alakitjuk a kifejezést

(+D((x+1)°+1) = (%)3 1 pont

Az (z+1) ésaz ((z + 1)* + 1) relativ prim, ezért csak akkor lesz a baloldal is teljes har-
madik hatvany, ha (z + 1) is egy kobszam, és az (z + 1)* + 1 is egy kobszam.
(z+1)=d
(417 +1) =0,
ahol a,b € Z. 2 pont

Tehat (a3)2 + 1 =b°, ahol (a3)2 >0, és (az)3 4+ 1 =10 ezért a szomszédos nem negativ
egészek kobének kiilonbségét vizsgdlva — ami szigordan monoton né — addédik az a =0,
ésb=1. 1 pont

(Itt hivatkozhatunk arra is, hogy ha az b> — a® = 1 egyenlet bal oldaldt szorzatta alakitjuk:
b —a® = (b—a*)(V* +ba® +a*) = 1.

Mivel a és b egész szamok, ezért vagy

(b—a*)=1 é (P*+ba*>+a*)=1 vagy (b—a*)=—-1 é (P*+ba®+a*)=—1.

Az egyenletrendszereket megoldva is az a = 0, és b = 1 megoldast kapjuk.

Innen x = —1 és y = 0 az egyetlen lehetséges megoldas, és ez a szdmpar valoban kielégiti
az egyenletet. 1 pont

Osszesen: 7 pont

AZ 1. KATEGORIA DOLGOZATAINAK TOVABBJUTASI PONTHATARA 18 PONT




