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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Jeldljea, a 2n ) 2n ) 2n ey 2n szamok legnagyobb k&zds osztéjat!
1 3 5 2n—1

Mennyit ér az{as, az, as, ..., azo07} halmaz legnagyobb eleme?

Megoldas. Egyszerli szamolassal kapjuk a sorozab eiléhany elemét.
a; =2,
az = (4,4) = 4,
az = (6,20,6) = 2,
as = (8,56,56,8) = 8,
as = (10,120,252 120,10) = 2.
Lathaté, hogya,, mindig ketbhatvany. Ebszér ezt bizonyitjuk. Megmutatjuk, hogy a

)G @) Gy

szamok Osszege kétiatvany. Mivel a legnagyobb k6zds 0szté a szamok 6sszegének-is 0s
toja, ebldl kdvetkezik, hogy a legnagyobb k6zds o0sztd is dedttvany.

A binomialis egyutthatok ismert tulajdonsagai alapjan

2n n 2n T 2n B
1 3 2n—1)
_(2n-1 n 2n—1 n 2n—1 n 2n—1 R
B 0 1 2 3
2n—1 2n—1\ 5,1
+<2n_2>+<2n_1>—2 . 2 pont

Most megmutatjuk, hogy,, a <21n> = 2n szam legnagyobb kéthatvany osztdja. Elég iga-

zolni, hogy ha 2 = 2* - m, aholm paratlan, akkor 2 osztéja az 6sszes felsorolt binomialis
egyutthatonak. Legyen & ¢ < 2n egy paratlan szam.
<2n>_2n-(2nl)-...-(2nq+1)_<2n1> 2n

q) q! q 2n—q’




Mivel 2n-et egy paratlan szammal osztottuk és egy egésszel szoroztuk, arasethmidl
tudjuk, hogy egész) oszthatd 2egnagyobb kethatvany osztéjaval. 3 pont

A keresett maximum az @bbiek szerint a 24.,6,8,10,...,2- 2007 szamok 0szt6i kdzott
eléforduld legnagyobb kdihatvany, ami a 2048a{pp4 = 2048). 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Tekintstik azokat a haromszégeket, amelyeknek oldalail, n,n + 1, aholn 2-nél na-
gyobb egész szam! Hg jeldli az egyes haromszogek teriiletét, akkor bizonyitsuk be, hogy
a{t,} sorozat barmely tagjanak végtelen sok egész szamu tébbszorose is sagpaatnak.

Megoldas. Példaul a Heron-féle teriiletképlet alapjan a haromsztigilete:

t=1+/s(s—a)(s—b)(s—c), ahol s= 37",
igy
3n /n n\ /n n
= A = oy —_ = — . 2 _
=5 G () G2 =5 vara
A t,-re kapott kifejezés tovabb alakithato:
n n 2 n 5
tn = Z\/m: Z\/3[(n+2) —4n— 8] = Z\/3[(n+2) —4(n+2)]. 1 pont

Az n+2=Fk (n=Fk>—2)jeldléssel ekkon > 2 ésk > 2 esetén

2 —2 k2 —2
G V30— ak2) =

tho_p = k- /3(k%— 4). 2 pont

k k
De t), = Z‘/3<k2 —4),igy tie_o = (K> —2)- 7 V/3(k2 — 4), azazt._, = (k* — 2) - ty.. 1 pont
Mivel pedig k értékérek = 3 teljesul, ezért barmely megfetek értékret;._, > t, ahol
a k érték rendre (végtelen sokszai}® — 2)-re cserélhdt, ezzel pedig a feladat allitasat
igazoltuk. 2 pont

Osszesen: 7 pont



3. Az ABC hegyesszogli haromszég sulypontjaaz AB és AC oldalak feleBpontja X
ésY. Tudjuk, hogy azAXY és BCS haromszdgek koréirt kore érinti egymast. Bizonyitsuk
be, hogy azABC' haromszdg magassagpontjat és koréirt korének kdzéppontjat o€szek
szakasz méleges azA-bodl indulé sulyvonalra!

Megoldas. Jeldlje aBC'S haromszog koréirt korék, az AXY koréirt korét pedigk!
Megmutatjuk, hogyk és ko a haromszo6g sulypontjaban érintik egymast.

1
Alkalmazzunk aBC'S haromszogre és koréirt kﬁréﬁekbzéppontu,—é aranyu kézéppontos

hasonléségot, és jeldljik képétki-gyel. A hasonlosagndB képeY', C képeX, ésk; érinti
k-t az S pontban.

Mivel mind ko, mind k; atmegy azX ésY pontokon, tovabba mindketten érintik kivdilra
k kort, ezért csakky = k1 lehetséges. Tehdty a sulypontban érintk-t. Ezt kétféle modon
is részletezzilk. Mindkét megoldasban szerepet kap a kévetdegedtétel:

Segédtétel:Ha az ABC hegyesszdgli haromszog sulypoifijaakkor a BC-vel parhuzamos
kdzépvonal egyenesének é8&'S haromszog korulirt kdrének nincs kdzds pontja.

B’ A C" A segédtétel bizonyitasa:
i A BC-re B-ben ésC-ben allitott
merdlegesek, tovabba aA-n &t
| a BC-vel huzott parhuzamos egy
; BCC'B’' téglalapot hataroznak
meg. Mivel ABC' hegyesszog(,
| az A pont aB'C’ szakasz befs

el L S S — f5. 29 pontja.

P A BCS koréirt korének ,legma-
gasabb” pontja (8BC' felezOme-
S rélegesén |&% pont) K. Azt mu-
tatjuk meg, hogyK a BC-vel
parhuzamos ko6zépvonal ,alatt”
van. (A ,fel” és ,le” iranyokrdl a
B Fy C  BC-hez viszonyitva beszélink.)

Elég igazolnunk, hogyK a TF, szakasz befs pontja, aholT’ a téglalap kdézéppontja's
pedig aBC oldal feledpontja. HaAB = AC akkor az allitas nyilvanvald, meff az A-bél
induld sulyvonal fele@pontja, K = S pedig az als6 harmadolépont. A tovabbiakban tegyuk
fel, hogy AB > AC.

A kozépvonal ismert tulajdonsaga midtte F'p = TT¢c = éBC, ezéertT az FoFp kdzép-

vonal bel® pontja. Emiatt aC F» sulyvonal egyT alatti P pontban metszBC felezdme-
rélegesét. Tovabba lakér CSB ive C-t6l S-ig a CF sulyvonal felett,S-t6l B-ig pedig a
sulyvonal alatt halad. AZAB > AC feltevés miattS a BC felezdmeblegesdil C felé esik,
tehat aC'S B koriv és a feleédmeblegesK metszéspontja a sulyvonél pontja alatt van.

Mivel az FzF- k6zépvonal parhuzamos BC oldallal, ezértk-nak és a kdzépvonal egye-
nesének nem lehet kdzos pontja. (Példadl ledr K-beli érinBje elvalasztjabket egymas-
tol.)



ko = k1 1. bizonyitasa.lsmert szerkesztési feladat,
hogy adott kort §,) érintd és két adott R és Q),

a koron kivili ponton athaladé kort kell szerkesz-
teni. Egy lehetséges megoldas: Képzeljik el, hogy
megszerkesztettik fa,, megoldast. Ekkor egy’-n
és(Q-n atmeid, k,-t két pontban metsrk, segéd-
kor segitségével megszerkeszthaet:,,, &k, ks ko-

rok H hatvanypontja.H-bdl érinbket hazvak,-
hoz, az érintési pontok éppen azok a pontok, ahol
k., érinthetik,-t.

A Kkét érintési ponthoz egy-egy megoldas tartozik,
ezek koziul az egyik egyenessé fajulhat, h&#@

egyenes érintk,-t. Ha a PQ egyenes nem metskzj,-t, akkor a két megoldaskoér kozil az
egyik magéban foglalja, a masik pedig kivdllérinti %,-t.

Eredeti feladatunkban ez a helyzet, & egyenes nem metszit, tehat csak egy olyan
X-en ésY-on atmeid kor létezik, ami kivildl érinti k-t, igy ko = k.

ko = ki1 2. bizonyitasa.Mivel k; ésk érintik egymast az5 pontban, ak kdr mindenS-tél
kilbnbdd P pontjaraX PY <« < X SY <, a keruleti szogek tétele miatt. (It is felhasznaljuk,
hogy XY nem metszik-t, vagyis k teljes egészében aXY altal meghatarozott félsikok
egyikében, az5-et tartalmazéban van.) Ha egy S-t6l kilénb6d @ pontban érintené-t,
akkor XQY <« > X SY < teljesilne, ez pedig ellentmond a# megallapitasnak.

Tehat csakkq = k; lehetséges. 3 pont
Befejezés.Vegylk észre, hogy, megkaphaté azd BC' haromszog koréirt koréth A ko-
zéppontu,% aranyu kicsinyitéssel, ezéd BC' koréirt korénekO kdzéppontja illeszkedik

ko-ra, ésOA a ko atmébje. 2 pont

Thalész tétele miatOS A< = 90°, és ismert, hogy a2/ magassagpont rajta van &xS
egyeneseén, teh& M | AS. 2 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésA megoldasbdl az is kdvetkezik, hogy a haromszZiigmagassagpontja rajta
van ak koron, hiszen azs kdzéppontl,—2 aranyl hasonlésag-et M-be, ko-t pedig k-ba
viszi. Tehat azABC rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogyBa C, S, M pontok egy
koron vannak.

Az ilyen hdromszdgeknek még rengeteg érdekes tulajdonsaga vamajgadbbek kdzott,
hogy

(a) AB? 4 AC? = 2BC?,

(b) a BCS koréirt korétBC-re tukrozve azABC' korulirt korét kapjuk.



