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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy n!+ 2007 egyetlen n pozitiv egész szdm esetén sem primszam, sem
pedig négyzetszam. (n! az 1-2-3-...-n szorzatot jelenti.)

Megoldas. ElSszor azt latjuk be, hogy n! + 2007 nem primszam.
n = 1 esetén 1! + 2007 = 2008 nem primszam, mert 2-nél nagyobb paros szam.
n = 2 esetén 2! + 2007 = 2009 = 7 - 287, igy nem primszam.

Han =3, akkor n! =1-2-3-...-n oszthaté 3-mal, és 2007 is oszthat6 3-mal, ezért az
n!+2007 osszeg is. Mivel 3 | (n!+2007) és n! 42007 > 1, ezért n! + 2007 ebben az esetben
sem primszam.

Most belatjuk, hogy n! 4 2007 soha nem négyzetszam.

n=1,2,3,4 esetén n! 42007 értéke rendre: 2008, 2009, 2013, 2031. A szamok egyike sem
négyzetszam, mert 44> = 1936, 45> = 2025 és 46> = 2116.

Ha pedig n = 5, akkor n! +2007 =1-2-3-4-5-...-n+2007, aholn! =1-2-3-4-5-...-n
oszthat6 2-vel és 5-tel is, igy pedig 10-zel is, azaz n! utolsé szamjegye O.

Igy n!42007 utolsé szdamjegye 7. Egy négyzetszam viszont nem végzSdhet 7-es szdmjegyre,
ezért n! + 2007 soha nem négyzetszam.
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2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Adott a sikon egy egységnyi oldali szabdlyos hatszog. Szerkessziink csak vonalzé fel-
hasznaldsaval v/7 hosszisdgi szakaszt!

Megoldas. Az abra jeloléseit hasznaljuk:

A hatszog két mdsodszomszédos oldalat meghosszabbitva
kapjuk az M metszéspontot. Bebizonyitjuk, hogy M B =

= V7.

Az ABC egyenlGszari haromszogben AC' B<t = 30°, a hat-
sz0g belsd szogei pedig 120 fokosak, ezért a BC M harom-
szog C-nél derékszogi.

A meghosszabbitisndl a szaggatott vonalak szabdlyos ha-
romszoget zarnak kozre, ezért CM = 2.

A hatszog rovidebb atloja az egységoldald szabdlyos harom-
sz0g magassaginak duplija, ezért BC' = V3.

Pitagorasz tétele alapjan

BM = /OM?2 4+ CB2 =+/4+3=1/17.

3 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. A minden val6s szdmra értelmezett masodfoki f(z) fiiggvényre f(z+2)+3f(—xz) = 22>
teljesiil.

Hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény értékkészletét!

Megoldas. Az f(x) figgvényt f(x) = ax® + bz + c alakban kereshetjiik.

Az adott egyenlet alapjan f(z +2) = a(z +2)> + b(z +2) + ¢ és f(—z) = aa® — bz + ¢
felhasznaldsaval
a(z® + 4z +4) + bx + 2b + ¢ + 3az” — 3bx + 3¢ = 22* adédik.

Rendezéssel a (4a — 2)x* + (4a — 2b)x + 4a + 2b + 4c = 0 egyenletet kapjuk.

Minden valés x-re csak ugy teljesiilhet a kapott egyenlet, ha 4a —2 =0, 4a —2b =0 és
4a +2b+4c =0,

1
ahonnan a = 5 b=1, c=—1.

1
Tehat f(z) = Exz +z—1.

]

| W

1 1
Ennek alapjan 5332 +zr—1= E(x +1)% -

| W

ami azt jelenti, hogy f(x) értékkészlete a

| —

3
;—i—oo[ intervallum (a —E—nél nem kisebb

valés szamok).
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Osszesen: 7 pont



4. Az ébran lathaté médon helyezzikk el az ABCDEF

L D szabalyos egységoldali hatszogben a PQBA egységoldald
négyzetet. Gorditsiik korbe a hatszog belso feliiletén a négy-
zetet a kovetkez6 moédon: el6szor az Sramutaté jardsdval

P Q « . ot .

F o megegyezben forgassuk a négyzetet a B koriil mindaddig,

amig a négyzet () cstcsa a hatszog C' cstcsdhoz ér. Ezu-
tan C' koriil forgassuk az éramutatd jarasdval megegyezden
a négyzetet, mig P egybeesik D-vel. Majd D koriil forgas-
A B suk az 6ramutatd jardsdval megegyezden a négyzetet, amig
a négyzet cslicsa a hatszog E csticsdhoz ér.

Folytassuk tovabb ezt az eljarast mindaddig, amig a négyzet a hatodik forgatds utdn vissza
nem ér az AB oldalhoz.

Milyen hosszu utat jar be ezalatt P?

Megoldas. A hat forgatast és a P pont 4ltal bejart korivet mutatja az alabbi dbra:

E—As=A;  D=P =P
As Py
=S (Y
B L
Bs =By =F > C=0Q1=Q»
e ‘]33 A ‘ o Q;
Qs > By
A B="P;

A szabdlyos hatszog belsé szoge 120°, azaz g A négyzet bels6 szoge 90°, azaz g Igy

mindig 120° — 90° = 30°-kal forgatunk, hogy a négyzet oldala érintse a hatszog oldalét.
Azaz minden egyes forgatds sordn a P pontot % szoggel forgatjuk. 1 pont

A forgatds kozéppontja minden egyes forgatds alkalmdval véltozik, de mindig egy g szogl

korivet ir le P.

A koriv hosszat megkapjuk, ha a koriv sugarat a forgatds szogével szorozzuk. 1 pont



A koriv sugara hirom fajta lehet:

E D=P =P
Py
Py
p Q
C
Ps
A B

Amikor a forgds kozéppontja és a P pont a négyzetben szemkozti csics, akkor a forgatds

2
sugara a négyzet atldja: V2. Ekkor P ng hosszu korivet fut be.

1 pont

Ha a forgatds kozéppontja P-vel szomszédos cstucs, akkor a koriv sugara 1. Ekkor P %

hosszu korivet fut be.

Amikor a P koriil forgatunk, akkor a sugar 0, hiszen P helyben marad.

A korivek hossza az egyes forgatdsok sordn:

Forgatds | Koriv sugara | Koriv hossza
2
P — P] \/5 WT
s
P] — Pz 1 g
P, — P 0 0
™
P3 — P4 1 g
2
P4 — P5 \/5 7{
s
P5 — P 1 g

A P 4ltal bejart ut a korivek hosszdnak Osszege:

37 2%\@_ T

6

6 6

= —(3+2v2) ~3,0517

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Bizonyitsuk be, hogy egy kocka a lapjaival parhuzamos sikdarabokkal feldarabolhat6é 2007
darab nem feltétleniil egybevdgd kisebb méretd kockara.

Megoldas. Barmely kocka feldarabolhat6 kobszam szamu egybevagd kisebb kockara az
egyes lapok n’ egybevigd négyzetre torténd bontdsa alapjan.

Természetesen igy 8, illetve 27 darab kockdra feldarabolhaté egy adott kocka.

Eszrevehetjiik, hogy ha a feldaraboldsban el6fordulé barmely kockat 8 egybevagd kockdra
bontjuk, akkor 8 — 1 = 7 djabb kockaval novekedett az addig kapott kockdk szama.

Ha pedig a darabolds egy kockdjat 27 djabb kockdra vagjuk szét, akkor 27 — 1 = 26 djabb
kocka keletkezik.

A 2007 szam elballithatd 2007 = 27 + 4 - 26 + 268 - 7 alakban.

27z

2007 darab kockara a 27 + 4 - 26 + 268 - 7 eldallitas alapjan igy a kovetkez6 mddon dara-
bolhatunk:

El6szor a kockét 27 egybevagd részre vagjuk, utdna a kapott kockdk koziil egyet tGjbol 27
részre darabolunk, majd ezt az eljardst még megismételjiik hdromszor. Ekkor 6sszesen 131
kockank van. Ezutdn a kapott kockdk egyikét 8 darab részre vagjuk, és barmely kapott koc-
kat djra 8 kisebb kockdra bontunk még 267-szer.

1 pont

1 pont

1 pont
2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



