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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg azokat az egész szamokat, amelyekre az x> + 32x + 2264 polinom he-
lyettesitési értéke egyenld egy primszam négyzetével!

I. megoldas. Legyen x> + 32z + 2264 = p’.

Teljes négyzetté kiegészitéssel: (x + 16)% 4 2008 = p>.

Ezt atrendezve, az ismert azonossdg alapjan a 2008 = (p+ =+ 16) - (p — z — 16) egyenlethez
jutunk.

Tehat 2008-at kell felirnunk két egész szdm szorzataként. Legyen egy ilyen lehetséges szdm-
pér (o01;0,). Ekkor a

p+x+ 16 = o,
{ p—xr—16=0,
egyenletrendszerhez jutunk.
Az egyenleteket 0sszeadva 2p = o0 + 0,, tehdt az osztéparok Osszege paros és pozitiv.
Ezeknek a feltételeknek a (2; 1004), (4;502) szdmparok tesznek eleget (2008 = 2° - 251).
Igy négy egyenletrendszert irhatunk fel:

p+ x4+ 16 = 1004, p+x+16 =2,
p—x—16=2; p—x — 16 = 1004;
p+z+ 16 =502, p+x+16=4,
p—x—16=4; p—x— 16 =502.

A megolddsok:
p=1503; x =485 p=1>503; v =-517, p=253; x =233, p=253; x=—-265.

A 253 nem prim, tehat a polinom helyettesitési értéke az x; = 485 és xp, = —517 egész
szdmokra lesz egyenld egy primszdm négyzetével.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



IL. megoldas. Legyen 2 + 32z + 2264 = p°.

Ez x-re mdsodfoku egyenlet, melynek megolddsa: x>, = —16 & \/m
x egész szdm, ha p* — 2008 = 22, ahol z egész szdm.

Az egyenletet dtrendezve a (p+ z) - (p — z) = 2008 egyenlethez jutunk.

A megoldds innentdl kezdve megegyezik az eldzével, a pontszamok ennek megfelelGen adha-
tok.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Természetesen teljes értékli megolddsnak kell elfogadni, ha a vizsgdzo6 a parités
és az eldjel vizsgalata helyett 2008 0sszes osztéparjat megadva megoldja az egyenletrendsze-
reket és kiszdri a helyes megolddsokat. Ebben az esetben, ha valamelyik osztépdr hidnyzik,
a feladat megoldéasara legfeljebb 4 pontot kaphat.

2. Tekintsiik az 1 +2+3+4+4+...42008 Osszeget! Az Osszeg tetszoleges szamu ,,+ el6jelét
»— -ra véltoztathatjuk.

a) Bizonyitsuk be, hogy az elGjelvéltdsokkal elérhet6 a 2008 értéki Gsszeg.

b) Igazoljuk, hogy a 2009 értékli 6sszeg nem dllithat6 el§ eldjelvéltasokkal.

Megoldas. a) Els 1épésben ezt mutatjuk meg, hogy a 0 értékd Gsszeg megvaldsithato.
Példaul a kovetkezd elGjelvaltasi szisztéma célunknak megfeleld:

(1-243—-445-6+7—...—1004) + (—1005+ 1006 — 1007 +. . . 42006 — 2007 4 2008).
A felirt 6sszeg elsd 1004 tagjanak osszege —502, mert szampéronként (—1)-et adunk Ossze
502-szer.

Hasonl6an a masodik 1004 db tag 6sszege 502.

Ha most az imént felirt 6sszegben a —1004 el&jelét pluszra valtoztatjuk, akkor a felirt O
értékd osszeg 2008-cal nd, azaz 2008 lesz.

b) Egyetlen elGjelvaltds paros szdmmal valtoztatja meg a mindenkori Gsszeget, hiszen ha az
S értékl Osszegben az eldjeles x szam eldjelét megvaltoztathatjuk, akkor az Uj Gsszeg értéke
S — 2z lesz.

Mivel az eredeti Osszeg értéke paros szdm (2009 - 1004),
ezért barmely elballithaté 6sszeg csak pdaros lehet, tehat 2009 nem.

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Az a) rész esetében barmely helyes konstrukcié megadédsa és annak igazoldsa
4 pont értékd.



3. A T teriiletli szabdlyos haromszog oldalaival parhuzamos egyenesek felezik a haromszog
teriiletét. A hdrom egyenes dltal kozrefogott hdromszdg teriilete ¢. Melyik két szomszédos

. T
egész szdm kozé esik 0 értéke?

Megoldas.
Tekintsiik a kovetkez6 abrat: C
Q
F
D/t
E
A P B
2
3

Az AB = BC = CA = a jeldléssel T = 2 f.

T a3 PB?
Feltételeink alapjan példdul a PB() hiromszog teriiletére Tppg = 3= a g/_ = 3
teljesiil.
a
Innen pedig PB = —.
pedig NG
A szimmetria miatt
3 - (3—2v2
DE=PB—2-(a— PB)=3PB —2a = 3a_,,_ @ B-2v2)
V2 V2
e ca(3-2v2) "
A DFEF szabalyos haromszog oldala tehat T, ezért t teriilete:
Car-(17-12v2) V3 a? (17-12V2) V3
- 2 4 8 ‘
Eredményiink alapjin
T a*V3 8 2

t 4 a2 (17-12v2) V3 17-12vV2

=34 +24v/2 =34 + V/1152.

2(17+12v2) =

Mivel 34% = 1156 és 332 = 1089, ezért 33 < V1152 < 34,

T
ezért 67 < 7 < 68.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Azt mondjuk, hogy egy sorozat Fibonacci-tipusi, ha tagjai pozitiv egészek és a harma-
dik tagtdl kezdve minden eleme az el6z6 kettd Osszege. Példaul 1,1,2,3,5,8,..., vagy
3,1,4,5,9,14, ... .

Hany olyan Fibonacci-tipusi sorozat van, amelynek 8. eleme 2008?
Megoldas. A sorozatot egyértelmiien meghatarozza az elsé két elem értéke, ezért azt kell
vizsgdlnunk, hogy mi lehet ez a két elem.
Jelolje a sorozat elsd elemét x, a mdsodikat pedig ¥, tovdbba a sorozat n. tagjat a,. A kép-
zési szabdly szerint szamolva kifejezhetjiik a sorozat els6 8 elemét x €s y segitségével:

a; =z, a) =Y, az=z+Yy, as =z + 2y,

as = 2x + 3y, ae¢ = 3x + 5y, a7 = 5z + 8y, ag = 8 + 13y.

Tehét a 8z + 13y = 2008 egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egészek halmazan.

Mivel 8x és 2008 oszthaté 8-cal, ezért 13y is, amibdl y = 8z valamilyen z pozitiv egészre,
hiszen 13 és 8 relativ primek. Az egyenlet 8-cal leosztva: z 4 13z = 251.

Innen x =251 — 13z, ami z = 1,2,3,...,19 esetén ad pozitiv egész x értéket. Ezek mind jé
megoldasra vezetnek, tehat 19 kiilonboz6 Fibonacci-tipust sorozat 1étezik, aminek 8. eleme
a 2008.

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Az alabbi tdblazatban megadtuk a megfeleld sorozatokat:

z Tr = Qg Yy =an as as as Qe ay asg
1 238 8 246 | 254 | 500 | 754 | 1254 | 2008
2 225 16 241 | 257 | 498 | 755 | 1253 | 2008
3 212 24 236 | 260 | 496 | 756 | 1252 | 2008
4 199 32 231 | 263 | 494 | 757 | 1251 | 2008
5 186 40 226 | 266 | 492 | 758 | 1250 | 2008
6 173 48 221 | 269 | 490 | 759 | 1249 | 2008
7 160 56 216 | 272 | 488 | 760 | 1248 | 2008
8 147 64 211 | 275 | 486 | 761 | 1247 | 2008
9 134 72 206 | 278 | 484 | 762 | 1246 | 2008
10 121 80 201 | 281 | 482 | 763 | 1245 | 2008
11 108 88 196 | 284 | 480 | 764 | 1244 | 2008
12 95 96 191 | 287 | 478 | 765 | 1243 | 2008
13 82 104 186 | 290 | 476 | 766 | 1242 | 2008
14 69 112 181 | 293 | 474 | 767 | 1241 | 2008
15 56 120 176 | 296 | 472 | 768 | 1240 | 2008
16 43 128 171 | 299 | 470 | 769 | 1239 | 2008
17 30 136 166 | 302 | 468 | 770 | 1238 | 2008
18 17 144 161 | 305 | 466 | 771 | 1237 | 2008
19 4 152 156 | 308 | 464 | 772 | 1236 | 2008




5. Tudjuk, hogy

VA4 =8 =6,
V4444 =88 = 66,

V444 444 — 888 = 666.

Ha n pozitiv egész szam, akkor bizonyitsuk be, hogy az A = V444 .. .4 —888...8 szdm
——— N——

természetes szdm! In-szer  m-szer
Megoldas.
444 ...4—888...8 =444...4-10" +444...4—888...8. 2 pont
——— e N——— ———— ———
2n-szer  n-szer n-szer n-szer n-szer
Jelolje: z az 111...1 szdmot! 1 pont
———
n-szer
Ekkor

444 ...4—888...8 =4x- 10" + 4z —8x =4z - 10" — 4z =42 - (10" — 1) =
S—— N——
2n-szer n-szer
=42-999...9 =4z - 9z = 362> 3 pont
N——

Nn-SZEer

fgy A= V3622 =V36-111...12=666...6, ami valéban pozitiv egész, tetszGleges po-
—— ———

zitiv egész n esetén. n-szer n-szer 1 pont

Osszesen: 7 pont



