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1. forduld

haladok Ill. kategoria

Megoldasok és javitasi utmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy egy pitagoraszi szamharmasnak mindig van két elgare, ame-
lyek négyzetének kiilbnbsége oszthaté 7-tel.

(Pitagoraszi szamharmason harom olyam, ¢ természetes szamot értiink, amelyekre telje-

stil aza? 4 b? = ¢? dsszefiiggés.)

Megoldas.

irjuk a szamokat a 7-tel val6 oszthatésag szerintt7- alakba, ahol = 0, 1, 2, 3. 1 pont
Ekkor egy ilyen szam négyzetétk + r)? = 49k + 14kr + 1% = Tn + 2 alaka.

Az ilyen szamok héttel osztva 0, 1, 4 vagy 2 maradékot adhatnak. 1 pont

Készitsiink egy tablazatot két szam négyzetének héttel valé osztasiékairal olymddon,
hogy a tablazat sorai el¢?, oszlopai foléb?, a tablazatba pedig? + b*> 7-tel vald o0sztasi
maradékat irjuk.

B = OO

1 2 4
1 2 4
2 ¥ 5
P
s

Mivel egy szam négyzetének 7-tel vett osztasi maradéka csak Oyagy?24 lehet, tordltink
hat szamot, mint a pitagoraszi szamharmasban lehetetlen esetet. igy aglehéssretartozd
értékek az efs sorban, az efs oszlopban, vagy ab&tléban talalhatok. 1 pont

B b = O

2 pont

Az elsh sorban €6 értékekrar? — b?, az el oszlopban |é% értékekrer? — a?, a foatléban
lévd értékekren® — b? oszthat6 héttel. Ezzel az allitast bizonyitottuk. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyek 2010-zel nagyobbak spérikjeégyze-
tosszegénél?

Megoldas. A keresett szamok nem lehetnek négyjegylinél kisebbek, mert a lamtag
haromjegyl szam 999, ez pedig kisebb, mint 2010. 1 pont

A keresett szamok otjegyliek sem lehetnek, mert a legkisebb 6tjegyii 2800, ami na-
gyobb 2010+ 5-9%-nél, azaz 2415-nél, és az dtjegyli szamok négyzetésszegének maximuma
5.9% = 405 lehet. 1 pont

A teljes indukci6 moédszerének alkalmazasaval kdnnyen igazolhat6, hoggamjegyek
szama 5-nél nagyobb sem lehet.

Ekkor pedig a keresett szamok csak négyjegytek lehetnek. 1 pont

Ha a megfeld négyjegyli szam 10@0+ 10 + 10c + d alakud, ahola > 0 ésa, b, ¢, d
szamjegyek, akkor 10@0+ 100 + 10c + d = a? + b? + ¢? + d? + 2010 alapjan az értéke
legfeljebb 2 lehet, hiszen? + b? + 2 4+ d? + 2010< 4 - 81+ 2010= 2334.

Ha a értéke 1 lenne, akkor 10@6+ 100 + 10c + d < 2000, mig a masik oldalon all6 szam
legalabb 2010, igy ellentmondasra jutunk. 1 pont

Ha pediga = 2, akkor 100 + 10c + d = b2 + ¢ + d? + 14.

A kapott formulabdl leolvashatd, hogy= 1 vagyb = 0, az ebz6ekhez hasonl6 becslések-
kel.

b =1 esetén
(85+d—d?) + (10c—c*) =0

adodik, ami soha nem teljesiil, mert 851 — d? > 0 és 1@ — ¢® > 0. Tehatb értéke csak 0
lehet. 1 pont

Ekkor pedig 1@ + d = ¢® + d*> + 14, azaz
0=c?—10c+d?>—d+14, igy pedig 11= (c—5)*+d(d —1).

A kapott formula alapjani < 4.
igy pedig 11— d(d — 1) értéke négyzetszam, ami csdk= 2 esetén lehetséges. 1 pont
Ennek megfeléen a keresett szamok 2022, illetve 2082. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Az a, b, =, y valos szamokra teljesiilnek a kovetkepsszefliggésekuzr + by = 3,
ax® +by? =7, az® + by® = 16 ésaz’ + by* = 42.

Hatarozzuk meguz® + by° értékét!

Megoldas. A feltételekldl megprébaljukry ésx + y értékét meghatarozni, majd ezek se-
gitségével kifejezni a kérdéses mennyiséget.

az® + by® = 16, ezért(az® + by®) (z + y) = 16(x +y), igy

az* + by* + 2y (amz + byz) = 16(x + y).
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Innen
(%) 42+ Try = 16(x + y). 1 pont
az® + by? = 7, ezért(az® + by?) (x +y) = 7(z + y), vagyis

az® + by® + zy(ax + by) = 7(x +y).

(%) 16+ 3zy = 7(x + y). 1 pont

A (x)—(xx) egyenletrendszer megoldhat6t y-ra észy-ra: () 3-szorosabd(xx) 7-szeresét
levonva
42.3-16-7=(16-3-7-7)-(z4+y) = 14=—(z+y).

Tehatx + y = —14 és ezf(xx)-ba visszairvary = —38. 2 pont
Végul (cw:4 + by4) (z +y) = 42(x +y), igy az® + by® + zy (ax3 + by3) = 42(x + y), tehét

az® + by® = 42(z + y) — 16zy = 20. 3 pont

Osszesen: 7 pont

4. ABCD trapézbanAB parhuzamogs® D-vel. Jeldlie E az AD egyenes és &8CD héa-
romszog koré irt komD-t6l kilonbdd metszéspontjatt’ pedig azAD egyenes és &'-bol
BE-hez hizott parhuzamos egyenes metszésponipanz(A és azE pont kdzott van.)

Bizonyitsuk be, hogy aBC szakasz azAD és EF szakaszok mértani kbzepe!

Megoldas.

Abra. 1 pont
Bizonyitani kell, hogy

BC?=AD-EF, azaz — = —. 1 pont

EFC<=DEB< (BE || CF, egyéllasu szdgek).
DEB< = DCB< (keruleti szogek).

(a) EFC< = DCB«.



FCE< = CEB< (Valtészogek).
CEB< = CDB<« (keruleti szogek).
Tehat

(b) FCE< =CDB«.

(1 pont, ha aza) vagy (b) kdzul barmelyiket felismeri).

Mivel:

EFC<x = DCB«q,
FCE<=CDB«,

ezért azEFCA = BCDA. EblI kdvetkezik:
BC _BD _DC
EFF EC CF
(1. 6sszefliggés).
BEC< = CDB< (keruleti szogek).
CDB< = DBA< (Valtészogek).
Tehat

(c) BEC<« = DBA«.
EBC< = EDC<« (keruleti szogek).

EDC< = DAB< (DC || AB, egyéllasu szogek).
Tehat

(d) EBC<« = DAB«.

(1 pont, ha ac) vagy (d) kdzul barmelyiket felismeri).

Mivel:

BEC< = DBA«,
EBC< = DAB«,
ezért azEBCA = ABDA. Ebdl kovetkezik:

AD _ BD _ AB
BC EC BE

(2. bsszefliggés).
1. és 2. 6sszefliggést figyelembe véve, felirhato:

AD _ BD _ BC
BC EC EF’

1 pont

1 pont



vagyis
BC? = AD - EF, 1 pont

amit igazolni kellett.

Osszesen: 7 pont

5. Legyene, a kbévetked modon definialt egyenes:

6(n — x)
n(n+1)(n + 2)

n € N\ {0}.

en: Y=

Legyen H, aze, egyenes, az-tengely és az-tengely &ltal meghatarozott hdromszog, és
legyenU,, a Hy, H, ..., H, hdromszOgek egyesitésével kapott sokszdg.

Mekkora azUjq1q tertilete?

Megoldas. Az e, egyenest definidlo egyenletlye= 0-t, illetve 2 = O-t helyettesitve meg-
kapjuk aze, tengelymetszeteit. Azn-edik ¢,, egyenes az-tengelytz = n-nél, 1 pont

mig azy-tengelyty = -nél metszi, vagyis valdban létezik i, haromszog,

6
(n+1)(n+2)
és (mivel a fenti kifejezések pozitivak, hac N\ {0}) az is igaz, hogy minden ilyen ha-
romszog az efs siknegyedbe esik.

S6t, mivel n névelésével az egyenesekiengellyel vett metszéspontjai altal meghatarozott
a, = {n} sorozat ndvekd, mig azy-tengellyel vett metszéspontjaik altal meghatarozott

6

T D2

sorozat csOkkeh igy barmely két egyenes az @&lsiknegyedben metszi egymast. (Az I. sik-
negyedben nézve ,kezdetben a kisebb index(i egyenes van abhagmdex( folott, majd
fordul ez a viszony”.)

Vizsgaljuk két szomszédos index{], ése, 1 egyenes metszéspontjat!
6(n — )

Kicsit atalakitva az,,-t definialdéy =
" Y nn+1)(n+2)

kifejezést

yn(n+1)(n+2)
) 20D,

6(n+1—=x)
(n+1)(n+2)(n+3)

adodik, mig hasonloan,,,1-re y = -bol

) y(n—i—l)(n6—|—2)(n—|—3)_1:n_x

adodik.
(1) és (2) Oosszevetéseével az

yn(n + 1)(n + 2) _ yn+1)(n+2)(n+3) 1
6 6




egyenletet kapjuk. Ezt atalakitva

yin+ 1) (n+2)(n+3) —yn(n+1)(n + 2)

6 =1
3y(n+1)(n+2) _1
S :
B 2
YT i Dnt2)

adodik.

Visszahelyettesitve (1)-be = g adodik, vagyise,,, ése,+1 egyenes metszéspontja:

M <23<+1>2<+z>)

Vizsgaljuk meg az efs par esetbeid/;, Uy, Us, . . . -t!

Amint a fenti abran I&tjukr'(Uy) = % mig T'(Uy)-b6l T'(U,)-t ugy kapjuk, hogy egy kis

tompaszogl (az abran a fehér) haromszog teriletével noveljik)-et. Ennek a tompa-
szdgl haromszognek a vizszintes oldala egységnyi hosszl (mivekzégszédos indexi
egyenes zérushelyének tavolsaga: 1), mig az oldalhoz tartozé memas$dntiek szerint

2 1
: tszéspontjangkoordinatajayn = ———— = = Vagyi
(e1, ésep egyenes metszéspontjanakoordinataja)m AiDi+2 3 agyis
11
T(Uz) = 5+ 5= .
W2 =35+ 73

0 05 1. 15 2 25 3 =
A masodik abra alapjafi’'(U,)-b6l T'(Us)-t Ugy kapjuk, hogy egy Ujabb kis tompaszdgl (az

abran a fehér) haromszog teruletével noveljfiid>)-t. Ennek a tompaszdgl haromszdg-
nek a vizszintes oldala Gjra egységnyi hossz(, mig az oldalhoz tartozGsaggaa fentiek

6

1 pont



szerint ¢,, és ez egyenes metszéspontjangkkoordinataja)m = 2 _ 2

Vagyis
1 1 1
T(Us) = 1‘2+2'3+3.4.

(MegjegyzésHa legalabbl'(Us) = 1'12 + 2'13 + 3%44 jol kiszamolta:) 1 pont
Az elsh par egyenes megrajzolasa utan agy tlnik, hogy ha egy Ujabbl-edik egyenest

vesziink fel az eddigi darab egyenesiinkhéz, akkor az Uj egyenes ,legutoljara” a legutolso

azaz azn-edik egyenest metszi. (Vagyis az+ 1-edik egyenes tdbbivel vett metszéspontjai

kozil azn-edikkel vett esetén a legnagyobkkoordinataju a metszéspontja.)

A korabban, az, ése,;1 egyenes metszéspontjara kapott:

M <2§;m+1>2<n+z>)

Osszefliggés alapjan d,, Mo, ..., M, metszéspontok egyre ,jobbra és Ienteb%ﬁ(n(’j-
2
vekw, ————— pedig csotkke@ sorozat!) helyezkednek el.
m+Lnt2) Lo ) hely
Ez alapjan

az M,-t6l jobbra aze, egyenes az, egyenes folott van;

az M,-t6l jobbra aze; egyenes az, egyenes folétt van (és igy az folott is!);

az Ms-t6l jobbra aze, egyenes azz egyenes folott van (€s igy az, €s aze, folott is!) ...
az M, _1-t6l jobbra aze,, egyenes azy, ey, e3,...,e,_1 egyenes folott van.

Ha most felvesszik az, 1 egyenest, akkor mivelZ,, rajta vane,, egyenesen, dé/,, _;-t6l
jobbra, igy azej, ez, es,...,e,_1 egyenesek folott van. Mivel,, ;1 meredeksége nagyobb,
mint e, ez, e3, . .., e,—1 €gyenesek barmelyikének meredekségge { a ,legkevésbé csok-
keng”), ezérte, .1 azes, ez e3,...,e,_1 €gyeneseked, -t6l balra (és fentebb) fogja met-
szeni.

Vagyis valéban igaz, hogy &z, 1 egyenes ,legutoljara” a legutolso, azazraedik egyenest
metszi a nala kisebb indext egyenesek kozdl. 1 pont

(MegjegyzésHa a megoldas soran barhol utalt arra a megoldo, hogy, az egyenes legu-
toljara aze,, egyenest metszi a nala kisebb indexiek koziil, akkor kapja meg ez @oréot,
mivel eléggé nyilvanvalo ez az allitas!)

Innendl — a fenti két 4brandl leirtakhoz hasonldéan — adadik, HBgY,, )-bdl T'(U,,+1)-t Ggy
kapjuk, hogy olyan haromszog teriiletével noveljuk, melynek két ceitgpaze,,, ése, 1
egyeneseke-tengellyel vett metszéspontja, a haromsz6g harmadik csucspontja qgdig
ent1 Metszéspontja. Ennek a haromszognek a vizszintes oldala ezek szgsiégmeg, mig

az ehhez az oldalhoz tartoz6 magassag- m
n n

. 1
lgy a haromszog teriilete:—————.
gy g (n+1)(n+2)



Vagyis T'(Up+1) = T(U,) +

Innen
1 + ! + +; 1 pont
“12 23 T amyy P

A fenti 6sszeg jél ismert médon atalakithatd teleszkopikus 6sszeggé.

T R R nn+1) 1.2 2.3 7 npn+l)
1 1 1 1 1 1 1 1

W) =1-3%t3 3+ ot nri~ 1 a31 1 pont

, N B 1 2010
Vagyis Uzoio terulete:T'(Uzpip) = 1 — 2011~ 2011 1 pont

Osszesen: 7 pont
Altalanositasi lehet6ség:
1 1
Legyen{a,} pozitiv, csokked sorozat gy, hogE an, = Avégesh = — b2 — 4+ —,
—_ ai  az

n
1

E —, ése, a kdvetkeb mobdon definialt egyenes:
g

en: bpyy=n—-z (neN\{0})!

Legyen H, aze, egyenes, az-tengely és az-tengely &ltal meghatarozott hdromszog, és
legyenU,, a Hy, H, ..., H, hdromszOgek egyesitésével kapott sokszdg.

Ekkor T'(U, E a;.
L 2
Példaul, haa,, = 5 akkor
n

1 124224+ ... +n2 nn+1)(2n+1)
b"*za,— 2 - 12 '

Vagyis ha

2
€n : y=n—x, akkor T(U,)— %



