Bolyai Janos Oktatasért Kozalapitvany
ey, tdmogatasaval
Matematikai Tarsulat 9

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny
2010/2011-es tanév
3. (donto) forduld
haladok Il. kategoria

Megoldasok és javitasi Utmutato

1. Allitsuk el tetsBlegesn pozitiv egész szam esetén a36- 25+ 12n dsszeget minimalis
szamu paratlan négyzetszam 6sszegeként!

Megoldas. Ismert, hogy egy paratlan négyzetszam 8-as maradéka Enhibaz € Z, ak-
kor (2z 4+ 1)® = 4z(x + 1) + 1, aholz(x + 1) paros szam, ezé(@x + 1)° 8-as maradéka

valdban 1. 1 pont
36n2 + 25+ 12n = (6n + 1)? 4 24, ahol (6n + 1)> 8-as maradéka 1, 24 pedig oszthat6
8-cal. Tehat 362 + 25+ 12n 8-as maradéka 1. 1 pont

Ha tehate? + 235+ ...+ 2% = 36n®+ 25+ 12n, akkor k értéke csak 8 + 1 alaku lehet, ahol
m € N, hiszen azxry, x,,. ..,z paratlan szamok négyzetdsszege 8-cal osztva 1 maradékot
ad. 2 pont

Az m =0 esetbenu? = 36n2 4+ 12n + 25, azazz; € N eseténz? = (6n + 1)° + 24, igy
22 — (6n + 1)? = 24 adodik.

Az (x1 —6n — 1)(z1 + 6n + 1) = 24 egyenlet tényés csak parosak lehetnek, mert a k-
I6nbség és az 6sszeg azonos paritasu.

Mivel z;—6n—1<z+6n+1, ezértxy—6n—1=2 és z1+6n+1=12, vagy
r1—6n—1=4 ésxz,+6n+ 1= 06 lehet csak.

. » . . 2 .
Egyik esetben sem kapunikre megfeled pozitiv egész szamoh (= 3 illetve n = 0). 2 pont
Az m = 1 viszont minden esetben megféatiballitasra vezetk = 9 esetén a
36n2+25+12n = (bn+1)° + P + P + 12+ 12+ 12+ 12 + 12 + 12

felbontas megfelel a feltételeknek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD derékszogl trapéz alapjad B = a, CD = ¢ hosszlak, a derékszogl szar
AD = d, a masik szailBC = b hosszU. A trapéz atl6i mélegesek egymasra. Bizonyitsuk
be, hogy az, b, ¢, d oldalakbdl — mint szakaszokbdl — kivalaszthaté harom uggyha ki-
valasztott oldalakbdl szerkesztheharomszognek biztosan lesz°6fs szoge.



Megoldas.

D C
y AB =a, BC =,
M
CD=c¢, DA=d,
ahola 2 c.
By
A T B

Abrank alapjan azAC'D és BD A haromszogek hasonloak, mert két-két szogik edyenl
A hasonlésag alapjad : a = ¢ : d, azazd = v/ac. 1 pont
A CTB derékszogii haromszogjoPitagorasz tétele alapjdr = (\/E)2 + (a — ¢)?, ahon-

nanb = v/a? — ac + 2. 1 pont

Az a, b, ¢, d oldalak kozll aza, ¢, b = v/ a? — ac + ¢ oldalakat kivalasztva a kovetkéz
abranak megfelél haromszdget kapjuk:

R
a? — ac + c2
C
P - T a Q
Megmutatjuk, hogy a vazolt haromszog létezik, tovabba laatyy azRPQ< = 60°. 1 pont

A ¢ < q feltételdl kdzvetlenil adédik, hogy < Va2 — ac+ 2 < a.

A haromszog létezéséhez elég tehat azt igazolni, hggy — ac + ¢2 > a — ¢, ami négy-
zetre emeléssel nyilvanvalo. 1 pont

A PT; =z, TR = m jelolésekkel az &bra derékszogl haromszogeifer 22 = 2, illetve
m? + (a — )% = a® — ac + ¢ teljesiil. A két egyenlet megfeeloldalainak kiilonbsége:

c
a? — 2ax + 22 — 2> = a®> —ac, ahonnan z = > 1 pont

A PTiR derékszogl haromszdgben tehdPa; befogd aPR atfogd fele, ami azt jelenti,
hogy a haromszdg egy szabalyos haromszdg egyik (szimmeglrfkle. 1 pont

igy pedig azRPQ< nagyséaga valoban 80 1 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésKoénnyen belathatd, hogy példaul az= 4c adatvalasztassal csak az altalunk
megadott haromszog valasztasa esetén lesz a haromszégseggienek értéke 60



3. Adottak az{1}, {1;2}, {1,2;3}, {1,2;3;4}, ..., {1;2;3;...;8} halmazok. A halmazok
mindegyikéldl kivalasztunk egy-egy elemet. Egyelem( halmazbdl egy eIem%t valoszi-

nliséggel valasztunk.

pi-val jel6ljik annak valészinliségét, hogy a kivalasztottaBab szam maximuma éppén
Hatarozzuk meg a1, p», p3, . . ., pg valoszinliségek legnagyobb értékét!

Megoldas. Nyilvanvalé, hogy a 8 darab elem kivalasztasa a halmazolesdenek meg-

feleloen 8 =1-2-3-...- 8-féle modon torténhet, azaz rendezett szamnyolcasokatiik&. 1 pont

Vizsgaljuk most meg az olyan kivalasztdsokat, amelyekb&agy k-nal kisebb a maximalis
elem(k=1,23,...,8)!

Az ilyen esetek szamél-2-3-...-k) - k% = k. k8F,

Most nézzilk meg, hogy hany esetben lésmal kisebb a maximum! A megfelglesetek
szama (az éiz6 eset alapjan)

123 ... (k=1 - (k—=1)>F =(k—1)- (k- 1" 1 pont

Feladatunk szempontjabél a ked@iegsetek szama

B RSF (k= DYk - D%F = (k= D)1 (R — (k- 1°7F),

aholk =123, ...,8. 1 pont
o (R DN(RF - (k- 1)%7F)
A p; valészinlség értéke igy al . 1 pont
Formulank alapjan
1 o 2'—-1 127 _2~(36—26)_1330
Pl—gv b2 = a8 g’ p3 = gl =g
6-(45—-3%) 4686 24. (5*—4%) 8856
pa = al =g ps = al =g
120- (6*—5°) 10920 720- (77— 6%) 9360
e = 8l T b= 8l ~ el
~5040-(8—7) 5040 5 ¢
Ps = 8l e pon
L e 10920 13
A maximalis valoszinliségs = s 8 1 pont

Osszesen: 7 pont



