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1. Hatarozzuk meg am és azA természetes szamot gy, hogy 4z 2n°+10n2 —2n — 10
szamnak pontosan 8 osztdja legyen!

Megoldas. A csoportositassal és kiemeléssel szorzatta alakithato:

A=2(n—1)(n+1)(n+5). 2 pont

A-nak pontosan nyolc osztdja akkor lehet, favagy p® - ¢, vagyp - ¢ - r alaku, aholp, g,
r kUlénbdd primek. 1 pont

HaA=2(n—1)(n+1)(n+5) =p’, ekkorp csak 2 lehet, és ez = 3 esetén pont meg-
feleld is. Ekkor A = 27 = 128. 1 pont

HaA=2(n—1)(n+1)(n+5) =p° q, ekkorp = 2, vagyq = 2 lehetséges csak. @bi
esetén ¢ = (n — 1)(n + 1)(n + 5), amihez nem létezik megfeteln, hiszen a jobb oldal
paratlan, vagy 8-cal oszthatd, a bal oldal pedig 4-gyel oszthatop&satlan.

Ut6bbi esetén® = (n— 1)(n+1)(n+5), amihez nem létezik megfeteh, mivel p paratlan,

igy n-nek parosnak kellene lennie és ekkor,iaz 2 nem ad megoldast, > 2 esetén pedig

n—1 ésn+ 1, két szomszédos paratlan szam, azaz a szorzatuk nem lehet uagyaBwaaAl

nagyobb egyeld szam hatvanya. 1 pont

HaA=2(n—1)(n+1)(n+5) =p-q-r, ekkor pl.r = 2, azaz(n—1)(n+1)(n+5) = p-q,
amin = 2 esetben megoldas, ekkdr=2-1-3-7=42,n > 2 esetén a bal oldal nem lehet
2 prim szorzata. 1 pont

A feladatnak 2 megoldasa van:= 2, ekkor A = 42, ésn = 3, ekkor A = 128. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Milyen z valés szam esetén lesz legkisebl/a2 + 9+ /22 — 20z + 101 kifejezés ér-
téke?

Megoldas. z? — 20z + 101= (10— z)? + 1, ezért azf(z) = Va2 + 9+ /(10— z)? + 1
flggvény minimumhelyét kell megadni. 1 pont



Helyezzik el derékszdgl koordinatarendszerbgf; 8), (10;1) és (z;0) pontokat:

y
31.4(0:3)

B(10; 1)

0 ' P(z;0) iO T

Az &bra szerinti jeldlésekkeP A = /22 + 9 ésPB = /(10— z)? + 1. 2 pont

Minimum nyilvanvaléan csak akkor lehet, ha<0z < 10. Ha aB pontx tengelyre vonat-
kozé tiikorképeB’(10; —1), akkor a keresetf’A + PB 0sszeg minimuma megegyezik a
PA + PB' 6sszeg minimumaval. 1 pont

Mivel A(0;3) és B’(10; —1) adott pontok, ezért

Va2 +9+41/(10—z)>+1= PA+ PB=PA+ PB

akkor minimalis, haP az = tengely és azAB' szakasz metszéspontja. Maskilonben
AP+ PB' > AB'. 1 pont

Amennyiben pedigP az emlitett metszéspont, akkor 42°B’ egyenes egyenlete

2
y:—gaz—l-& 1 pont

Az egyenes pedig {125, O) pontban metszi az: tengelyt. Ez pedig azt jelenti, hogy

x = 7,5 esetén minimalis értékli az eredeti kifejezés. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy szabalyos haromszdg oldalaiegyenb részre bontottuk. Az osztopontokon keresztl
parhuzamosokat rajzoltunk a haromszog oldalaival, igy az eredetinkadget kisebb sza-
balyos haromszogekre daraboltuk. Nevezkidgyonaka kis szabalyos haromszdgek olyan
sorozatat, amelyben az egymast kéivetemeknek van k6zds oldala. Példau: 4-re igy
nézhet ki egy kigyo:

Mekkora a lehetséges leghosszabb kigy6?

Megoldas. Elészér teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy a feloszt&sdarab kis harom-
szOget hoz létre. En < 2 esetén kdnnyen ellérizhet. Feltessziik, hogy-ig igaz az al-
litds, és vizsgaljuk az + 1 részre osztast. Helyezzik el ugy a haromszoget, hogy egyik
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oldala vizszintes legyen. Nézziik azt a felosztasban szesgplenest, ami ezzel az oldal-

lal parhuzamos, és hozza legkdzelebb esik. Ez az egyenes egy hagoenés egy trapézra

bontja az eredeti haromszdget. Az indukcids feltevés szerint a kapambzdgn? da-

rab kis haromszogre bomlik. A trapéz pedig + 1) + n = 2n + 1 kis hdromszoghl All.

n?+ 2n + 1= (n+ 1)? ezzel bebizonyitottuk az eredeti &llitast. 2 pont

Most megmutatjuk, hogy a kigyé nem lehet hosszabb, mint n + 1. Ehhez ,sakktabla-
szerlien” szinezziik az abrat.

Minden fekete haromszognek (felette) van fehér pérja. igy a legalsa slarab fehér ha-
romszogének nem marad fekete par. A kigyo viszont felvaltva tartalmazefes fehér ha-
romszogeket, ezért egy kigydban legfelijebb 1-gyel lehet tobb fetiét,fekete haromszdg.

Tehét legalabb, — 1 fehér haromszég ,kimarad”, igy legfeljebld — (n — 1) =n? —n +1
haromszogbl allhat egy kigyo. 3 pont
Végil megmutatjuk, hogy am? — n + 1 megvaldsithat6. Ha ,soronként” haladunk, akkor

minden sorban egy haromszdg marad ki, kivéve az utolsot, ahol nemitkadjyini az egyet-
len haromszdget. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Egy ABC D négyzet alaku papirt félbehajtunk agy, hogy'acsics azA B oldalon fekwd
C’ pontba kertil.

A ¢ B




a) Bizonyitsuk be, hogy &' kdzéppontl é€'B sugarl kor érinti &€’ D’ egyenest!

b) Bizonyitsuk be, hogy &'BE és FGD' haromszogek kerlletének 0sszege edyed
AC’'G haromszog keriletével!

Megoldas. a) A hajtogatas kovetkezménye, hogy BZ' egyenesre tikrozve' ésC’, to-
vabbaD és D’ egymas képei. (Ha a hajtogatasnal @gyont P’-be keril, akkor a hajtasi
él a PP’ szakasz feldzmeblegese.) 1 pont

A ' B TlUkrozzik A-t és B-t is EF-re, a tukorképek legye-
nek A’ és B'. Ekkor A'B'C’'D’ egybevagéABC D-
vel. Mivel ¢’ rajta vanAB-n, ezértC-nek rajta kell
C B lennie A’B’-n. 1 pont
D JelolieT a C pont mebleges vetiletéC’ D'-n. Mi-
vel C az A’B’ pontja, ezériC'T a négyzet(ek) olda-
P B"aval egyend hosszd, tehd®'T = C B. EbbSl kbvet-
kezik, hogy aC kbzéppontu,C' B sugara kor (a to-
D C vabbiakbank) érinti C'D’-t (és az is kiderult, hogy
az érintési pont’). 1 pont

A/

b) Az eldbb kapottl’ pont aC’G szakasznak bedspontja, hiszerk csak a négyzet belsejé-
ben érinthetiC’ D’-t. Az alabbiakban tébbszor hasznalni fogjuk, hogy &ipentbol a korhoz
huzott érinbszakaszok egyedik.

AGC' kerllete:
AG+GC'+C'A=AG+ (GT+TC)+C'A=(AG+GT) + (TC' + C'A) =
= (AG+GD)+ (BC'+ C'A) = AD + BA,

ami éppen az eredeti négyzet kerlletének fele. (Itt felhasznaltudy hoérintési pontjai
a négyzet oldalegyenesein és B.) 1 pont

BEC' kerllete:

C'B+BE+ EC' =C'B+ BE + EC =(C'B+ BC. 1 pont
GD'F kerllete:
GD'+DF+FG=GD' +DF+FG=GD' +DG=GD' +TG=TD'. 1 pont

Utobbi két kerllet 6sszege:
C'B+BC+TD =C'T+BC+TD' =C'T+TD'+BC =C'D"+ BC,

ami szintén két négyzetoldal 6sszhossza, igy valoban efybGlC’ kertletével. 1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Végtelen sok olyan haromszdg van, amelynek oldalai

(1) paronként kilonbdz egész szamok, tovabba

(2) a haromszog egyik szdge 60

Példaul az 5, 7, 8 egység oldali haromsz6g megfeléérdésiink az, hogy az (1) és (2)
feltételek teljesililése esetén lehet-e mindegyik oldal értéke primszam?

Megoldas. Ha a haromszog oldalai, b, ¢, ahola < b < ¢, akkor a 60-0s sz6g csak a
b oldallal szemkozt lehet.

Abrank jeloléseit hasznalvaBT'C nevezetes derékszogl ha-

romszogbl BT = %, m = a\f. 1 pont

Az ACT haromszdgre Pitagorasz tétele alapjan

(3B

C
teljesul.

A kapott 6sszefiiggés rendezett alakjia= a® — ac + 2. 1 pont
Ujabb rendezéssel @ — a)(b + a) = c¢(c — a) alakot kapjuk. 1 pont
Ha a, b, ¢ mindegyike kiilonbda primszam lenne, ahal < b < ¢, akkor ¢ prim volta miatt

c osztéja a(b — a)(b + a) szorzatnak, igy pedigh — a)-nak vagy(b + a)-nak osztdja. 1 pont
¢ | (b — a) lehetetlen, mert > b — a a haromszog-egyedtlenség miatt. 1 pont
c| (b+ a) is lehetetlen, merb + a < 2¢, ezértc csakb + a értékl lehetne, amt < a + b

miatt nem valésulhat meg. 1 pont
Tehat nem lehet mindharom oldal kuléniBogrimszam. 1 pont

Osszesen: 7 pont



