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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Keressitk meg az 0sszes olyan kilencjegyii pozitiv egész szaimot, melyben minden szam-

jegy 1-tdl 9-ig csak egyszer szerepel, és az elsd, i darab szamjegybdl képzett ¢ jegyli szam

oszthat6 i-vel (i =1,...,9)!

Megoldas. Jeloljik a szamunkat az a)asaszasasagaragag-cel.

Az ottel oszthatésdg miatt as = 5. 1 pont

A paros sorszamdu helyen 1évS szamok a,, a4, ag, ag sziikségszertien parosak, igy a pdratlan
sorszamu helyeken 1év6 szdmok pdratlanok lesznek.

Az ajazazay néggyel oszthatd. A néggyel vald oszthatdsagi szabalyok szerint elég az utolsé
két jegyet nézni. De mivel a3 pératlan, igy a4 = 2 vagy a4 = 6 lehet csak.

Hasonl6an a nyolccal valé oszthatésagot vizsgalva kapjuk, hogy agasag nyolccal oszthato.
De mivel ag péros, ezért elég az ayag-nak nyolccal oszthaténak lennie. Mivel a; pdratlan,
ezért ag =2 (haa; =3 v. 7) vagy ag =6 (ha a; =1 v. 5 v. 9) lehet.

Igy ay és ag csak 4 vagy 8 lehet. 2 pont
ajapaz harommal, ajayazasasae hattal oszthatod, ezért asasag is oszthaté harommal.

Amennyiben a; = 4, akkor ag = 8, a; €s az 1 és 7 lehet, ay = 2, igy ag =8, ag =6, a7 =3
vagy 9.
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De az elsd két eset nem lehet, mert ha a; = 3, akkor ag csak 2 lehet.
A madsodik két esetben az elsé 7 szdmjegybdl alkotott szdm nem oszthat6 7-tel. 2 pont

Ha a, = 8, akkor a¢ = 4, ekkor a4 = 6, ag = 2. fgy a7 = 3 vagy 7 lehet. a; és a3 pedig 1
vagy 3, 9 vagy 1, 7 vagy 9, 7 vagy 3. 1 pont
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A fenti szamok els6 7 szamjegyeibdl alkotott szamokat héttel osztva csak a 381 654 729 oszt-
haté 7-tel is, igy az egyetlen szdm, amire az allitas feltételei teljesiilnek, az a 381654 729. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC héaromszogben a =28 = 4. A bels6 szogfelez8k az a, b és c¢ oldalt rendre
a D, E és F pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE = DF'!

Megoldas.

Legyen S az ABC hiaromszog szogfelezdinek metszéspontja. Jeloljikk az ABC haromszog
szogeit ACB<t = 2v, CBA< = 4, BAC< = 8y-val. Ekkor mivel a hdromszdg bels6 sz6-
geinek osszege 180°, ezért tudjuk, hogy 14+ = 180°. Ezt felhasznélva az ABE hiromszog-
b6l AEB< =4~, ASE<<= BSD< =67, AFS<=5y=ASF<«. 1 pont

Legyen AS =z és SD =y. ASF és ASE haromszogek egyenlszariak, mert van két azo-
nos szogik, igy AF = AS = SE = z.

BAD és BSD haromszogek is egyenlszardak, ezért AD =z +y = BD = BS. 1 pont
B DB
BAD ha ogre felirjuk ogfelezd tételt: — = —. 1 t
dromszdgre felirjuk a szogfelezd tételt: ——= = 5 pon
DB AF T4y x?
BF=AB—-AF=|———=] - AS= —x | rx=—. 1 t
(D5 ) 4= (57 o) 3
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N oo BEA_BA
ABFE héaromszogben a szogfelezd tétel 7S~ BS' Ebbdl
+ v
:I: —
BA AF + FB Yy x?
FA=— ES=|——— | -ES= L= —.
BS < BS ) Tty v Yy

Azaz FAD és FBD hiromszogek egybevagdak, mivel két oldaluk: BD = AD =z + y,
BF = EA és a kozbezart szogiik megegyezik. igy DE = DF.

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hany olyan pozitiv egész szdmokbdl &ll6 (x;y) szdmpér van, amely kielégiti az
a) 2 —y* =2012%""
b) @* +y* = 2012°"

egyenletet?

Megoldas. a) 2> —y* = (z —y)(z + ) és 20122911 = 24022 5032011 " ahol 503 primszam.

20122 ssszes pozitiv osztéjanak szama 4023 - 2012, ezért pontosan ugyanennyi osztoparja
van 2012%'"_nek.

Az x —y és x + y kifejezés egész szamok esetén azonos paritdsu, ezért az osztéparok tagjai
kozott nem lehet paratlan szam.

20122 paratlan osztéi: 1, 503, 5032, 503°%, ..., 5032°!!, azaz 2012 darab pératlan oszté
van.

A 2012°!! paratlan szdmot tartalmazé osztépérjainak szdma tehat 2 - 2012.
Mivel x — y < x + vy, ezért az (x — y; x + y) megfelel§ osztépdrok szdma

4023 -2012 —2-2012 4021 - 2012

= 4021 - 1006 = 4045 126.
2 2

Nyilvdnval6, hogy mind a 4 045 126 darab megoldds meg is felel a feladat feltételeinek.
b) Ha 2% 4+ % =2012%°" | akkor z és y is csak pdros szam lehet.

Ennek megfelelden legyen x = 25 -z, y = 2t -y, ahol 1 < s < t, 5,t € ZT és xy, y; paratlan
szam.

Egyenletiink alapjan 2%% - 7 + 2% . 7 = 20122011 = 24022 5032011,
Ha s = t, akkor 2% (z + y7) = 2%0%2. 503%'1.

Mivel m% + y]2 két pdratlan szdm négyzetének Osszege, ezért az Osszeg 4k + 2 alakd, ahol
keZ.

Mivel 4k +2 = 2(2k + 1), ahol 2k + 1 pdratlan szdm, ezért a bal oldal 2-nek pdratlan ki-

tevojli (maximadlis) hatvanydval oszthaté (2s + 1 a kitevs), a jobb oldal pedig 2-nek paros
kitevdjd hatvanydval oszthaté (4022 a kitevs). Ez pedig lehetetlen, tehat nincs megoldas.
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1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Ha s < t, akkor 225 - 2 4+ 2% . ¢ = 24022 5032011 glapjan
225 ("E% + 4t—8 . y]2) —_ 24022 . 5032011.
A zardjeles kifejezés értéke pdratlan szam, mert ¢ > s. Ekkor pedig csak s = 2011 lehet.

Igy viszont 22 + 4'7% .y = 5032011,

Az x; szam paratlan, ezért az utébbi egyenl6ség bal oldaldnak 4-es maradéka 1. Viszont

5032 4-es maradéka (71)2011 = —1, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben sincs meg-
oldas. 1 pont
Tehat az 2% + > = 2012%°!! egyenletnek nincs gyoke a pozitiv egész szamok korében. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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