Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2012/2013-as tanév
1. fordulo
haladok III. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy kor keriiletére felirjuk 1-t6l 13-ig az egészeket valamilyen sorrendben. Harom (a kor
mentén) szomszédos szdmot trionak neveziink. (13 ilyen csoport van.) A triéban 1évé harom
szam 0sszegét: a trio osszegének hivjuk. Egy trié maximdlis, ha a trié 6sszege nagyobb, vagy
egyenld, mint az adott sorrendnél fellépé mésik 12 tri6 barmelyikének az Gsszege.

Mennyi a maximadlis tri¢ dsszegének minimuma (az 6sszes lehetséges sorrend esetén)?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd dbrat!

A kor keriiletén ott van valahol az 1-es szam (az dbran: ,,délben”), a maradék 12 szamot az
dbra szerint osszuk fel 4 diszjunkt triéra! 2 pont

Ennek a 4 tri6nak az 6sszege: 2 + 3 + ...+ 13 = 90. (Osszegeik 4tlaga: 90/4 = 22.5)

Vagyis a 4 tri6 kozott van olyan, amelynek 6sszege legaldbb 23.

Igy a maximalis trié Gsszegének minimuma legaldbb 23 ... 2 pont
.., és a 23-as minimum el is érhet6 a kovetkezé abra szerint. (A 13 darab ,ellen6rzést”
nem mellékeljiik.) 9 1 6

12 13

2 4

8 5

11 10
7

Vagyis a maximalis tri6 6sszegének minimuma 23. 3 pont

Osszesen: 7 pont



Megjegyzések:
— Ha a versenyzd valamilyen mddon igazolja, hogy a maximdlis trié dsszegének minimuma

legaldbb 22 (a 23-as érték helyett) az elsé 4 pontbol kapjon 2 pontot.

— Az utolsé hdrom pont természetesen akkor is jdr, ha a versenyzd nem indokolja a , leg-
aldbb 237-at (az elsé 4 pontért), de megfelelé olyan dbrdja van, ahol a maximdlis trié
osszege 23!

2. Egy konvex 06tszog pontosan 100 darab egységnyi oldali egybevdgd szabdlyos harom-
szogbdl rakhat6 ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

Megoldas.

Egybevagd szabalyos haromszogekbdl egy djabb szabdlyos haromszoget csak négyzetszam
szamu darabbol lehet kirakni. Esetiinkben egy n oldald szabalyos hiromszog n’ egységyni
oldald kis haromszogbdl allhat. 1 pont

A feladat feltételeinek megfeleld 6tszog az aldbbi 4dbra szerint kiegészithet6 egy n oldald
szabdlyos haromszogre:

Ha példdul x < y, akkor 1 Sz <y <n, n=ux+y+ 2z az 6tszog létrejottének feltétele,
ahol z > 1.

Bevezetd megallapitasunk alapjan
(x4+y+ 172 =2 — > < (x+y+2)° — 2> —y? = 100.

A felirt egyenl6tlenség rendezett alakja

2x + 2y + 2xy < 99. 1 pont

Ha z < vy, akkor 4z + 222 < 99, azaz 2> + 2z < 49,5, ahonnan z < 6 kovetkezik. 1 pont

Mivel n> — 2> — y2 = 100, ezért

2

(1) = =1 esetén n* —y*> = 101, igy n —y = 1, n+y = 101, ahonnan n = 51, y = 50 nem

ad megoldaist.

(2) z=2esetén n> —y* =104, ezért n —y =2, n+y =52 vagyn—y =4, n+y =26
lehetséges.
Az els6 esetben n = 27, y = 25, ami nem ad megoldast.

A madsodik esetben n =15, y = 11. Ekkor x =2, y = 11, z =2, a mdsik két oldal
pedig 4, illetve 13 egység hosszi. Az 6tszog keriilete pedig 32 egységnyi. 2 pont



(3) Az z=3, z=4, =5, =6 esetekben rendre n>—y*> =109, n> —y*> = 116,
n? —y? =125, n? — y* = 136 adédik.

Az n* —y? = (n —y)(n + y) azonossag alapjan n —y < n + y felhasznaldsaval a fel-
soroldsnak megfeleléen az

n—y=1 n—y=2 n—y=1
n+y=109 [’ n+y=58]" n+y=125]’

n—y=>35 n—y=2 n—y==4
n+y=25[’ n+y=068[’ n+y=234

egyenletrendszerek adédnak, felhaszndlva azt is, hogy n — y és n + y azonos paritdsdak.

A felirt egyenletrendszerek egyikének sincs a feladat feltételeinek megfelelé6 megoldésa.

Tehat az 6tszog keriilete csak 32 egység hosszu lehet.

2 pont

Osszesen

3. Van 15 darab kiilonboz6 2 és 2013 kozé esd pozitiv egésziink gy, hogy barmely kettd
(kiilonboz6) koziiliik relativ prim egymadshoz.

Igazoljuk, hogy a szamok kozott van prim!

Megoldas. Indirekt tegyiik fel, hogy a szamok k6zott nincs prim.

Ekkor minden szdm legalabb két (nem feltétleniil kiillonb6z6) primszam szorzatara bonthato,
és mivel relativ primek egymdashoz, ezért két kiillonb6z6 szdm primfelbontdsdban nem sze-
repelhetnek azonos primek.

Legyen a 15 szamunk ay,ay, as,...,a;s a legkisebb primtényezdik szerint névekvd sorrend-
ben felsorolva.

(Vagyis, ¢ < j akkor, és csak akkor, ha a; legkisebb primtényezdje kisebb, mint a; legkisebb
primtényezdje.)

Vizsgaljuk a;s primtényezds felbontdsat!

a1s legkisebb primtényezdje (az el6z6 pont miatt) legaldbb akkora, mint a 15-dik pozitiv
prim, ami (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47) 47.

Vagyis ajs = 47 - 47 = 2209 > 2013.

Ellentmondasra jutottunk, a hiba csak az indirekt feltevésiinkben lehet, vagyis valéban van
a 15 szam kozott prim.

: 7 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: a feladat olyan értelemben ,,éles”, hogy ha csak 14 szdmunk lenne 2-2013-ig,
mdr nem lenne igaz az dllitds.

Erre jo ellenpélda az a; = 22, ar = 32, a3 = 52, .., ayy = 43 = 1849 szdmok.



4. Az ABCD négyzet BD atléjan ugy vettiik fel az M és N pontokat, hogy
BM? + ND* = MN*.
Mekkora az M AN<?

Megoldas. ElGszor jegyezziik meg, hogy a pontok sorrendje B, M, N, D, hiszen a B, N,
M, D sorrendben mar BM? is nagyobb lenne, mint M N2 1 pont

D C  Készitslink dbrat! Ahhoz, hogy a feltételt fel tudjuk
haszndlni, 1étrehozunk egy olyan haromszoget, amely-
M nek oldalai BM, M N és ND. Ehhez forgassuk el
N A koriil 90°-kal az ABM haromszoget, az dbran lat-
haté médon az ADM’ haromszogbe. 2 pont

Az elforgatds miatt egyrészt DM’ = BM, mésrészt
ADM'< = ABM < = 45°. Tehat NDM' derékszogi

M
haromszog, vagyis Pitagorasz tétele és a feltétel alap-
jén M'N = MN. 1 pont
A B Szintén a forgatds miatt AM = AM’, igy AMNM’
deltoid. 1 pont

Végiil vegyiik észre, hogy ismét a forgatds miatt AN’ merSles AM-re, és a deltoid AN
atl6ja felezi A-ndl 1év6 szogét, tehat M AN < = 45°. 2 pont

Osszesen: 7 pont

5. Melyek azok az x valés szdmok, amelyekre teljesiil, hogy
[z] + [2x] + [3z] + ... + [2012z] = 20137
([y] értéke az a legnagyobb egész szam, amely y-ndl nem nagyobb.)

Megoldas. Eldszor belatjuk, hogy [2012z] < 3. Ha ugyanis 3 < [2012z] lenne, akkor

3
< <
3 = 2012x, azaz 2000 = x.

Az f(z) = [z] + [2z] + [Bx] + ... + [2012z] fiiggvény novekvd, de

3
f<2012> =0-670+1-671+2-670+3-1 = 2014,

ezért x < 3 2 pont
Z .
TS 2012 P

3
Az eredeti egyenlet szerint 0 < z < 013" valamint 0 < [2012z] < 3 alapjan f(x) tagjainak
értéke 0, 1, 2 lehet.

Ha f(x) tagjai kozott a darab 0, b darab 1, ¢ darab 2 értékd tag van, akkor a + b+ ¢ = 2012
és b+ 2c =2013. 1 pont



Egyenletrendszeriink alapjan b = 2011 — 2a, ¢ = a + 1, ahol 0 < a < 2012.
Az ax < 1és (a+ 1)z = 1 feltételek alapjan

1 1

I Sr<—.
M a+1 ™ v a
2
A [(2012 — a)z] =2 feltétel alapjan pedig (2012 — a)z = 2, ahonnan x = 13—’ igy
—a
pedig
2 1
11 — < —. 1 t
@ 012-a-""a pon
Az egyenlStlenség alapjan a < 670.
Mivel (2011 — 2, ezért — 1
ivel ( a)r < 2, ezér T < ST = &Y

1 2
111 < =
(m atr1=""2011-a
ahonnan 670 < a adédik. 1 pont

Eredményeink alapjan a = 670, b = 671, ¢ = 671. Igy pedig (I), (II), (III) alapjin rendre

1 1
< _—
671 = = 670’
1 2
< <
671 = = 1341
Sz< 2 dodik
— = —— adddik.
671 = = 1341
A rend 1d4 L < < 2 1 t
rendszer megolddsa - =z < . pon
1 2 . p C £t ol
Az ﬁ; 341 intervallumba es6 valamennyi = érték megfelel a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont



