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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy osztdlyban minden didk jar a hdromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikdra,
13-an fizikdra és 11-en kémidra. Azok szdma, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak ép-
pen négyszerese azok szdmdénak, akik mindhdrom szakkoron részt vesznek. Hényan jarnak
mindharom szakkorre és mennyi az osztdlylétszdm, ha az osztdlyba jaré fiuk egyharmad ré-
sze szemiiveges, valamint a nem szemiiveges fidk szdma egyenld a lanyok szamaval?

Megoldas. Mivel minden didk jar valamelyik szakkorre, ezért az osztalylétszamot megkap-
hatjuk dgy, hogy a 17, a 13 és a 11 6sszegébdl levonjuk egyszer a pontosan két szakkorre
jarok szdmat és kétszer azokét, akik mindhdrom szakkorre jarnak.

Jeloljiik z-szel a mindhdrom szakkorre jarok szdmat! Ekkor pontosan két szakkorre 4z didk
jar.
Igy az osztilylétszamot a 17 + 13 4+ 11 — 4z — 2z = 41 — 6z Gsszefiiggés adja meg.

Mivel a fidk szdmdnak a kétharmad része egyenld a lanyok szdmdval, ezért az osztdlylétszdm
oszthat6 ottel.

Tehat az osztalylétszam egy olyan oOttel oszthaté szdm, amely egy hattal oszthaté szammal
kisebb 41-nél. Felirva a lehetséges értékeket {35,29,23,17,11,5} kapjuk, hogy az osztaly-
létszam 35, igy mindhdrom szakkorre 1 didk jar.

Egy ilyen lehet6séget mutat az aldbbi halmazébra.
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2. Van 6-6 piros és zold matricidnk, melyeken az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok taldlhaték mind-
két szin esetében. Felragasztottuk valahogyan a piros matricdkat egy kocka 6 oldalara. Ezt
kovetSen a zold matricdkat is felragasztjuk egy-egy oldalra. Ezutdn a kocka minden egyes
csucséra rairjuk, hogy mennyi a csuicsot tartalmazé kockalapokon 1évd 3 piros és 3 zold szam
Osszege. A zold matricdk akkor lettek helyesen felragasztva, ha az Gsszes cslcsra ugyanaz
a szam keriilt. Hogyan ragaszthattuk fel a piros matricdkat, ha az deriil ki, hogy a z6ld mat-
ricédk felragasztisara pontosan 6-féle helyes mddszer van? Adjunk meg legaldbb egy meg-

oldast!

Megoldas. ElGszor belatjuk, hogy pontosan akkor helyes egy felragasztas, ha a szemkozti
lapokon 1évd 2-2 szam Osszege megegyezik. Egyrészt nyilvanvald, hogy egy ilyen felragasz-
tas helyes, hiszen minden csicsban egy-egy oldal taldlkozik a szemkozti oldalparokbdl, igy
minden csdcsra ugyanaz lesz a kérdéses 3 piros és 3 zold szdm Osszege. Mdsrészt tekint-
siink egy helyes felragasztast. Ekkor a kocka tetszdleges élének két végpontjan is ugyanaz
a szam kell, hogy szerepeljen. Marpedig e két csticshoz tartozé lapok koziil 2-2 megegye-
zik. A nem megegyez6 lapok pedig éppen szemkdztes lapok, tehédt azonos kell, hogy legyen
e két szemkoztes lapon 1€v6 2-2 szam Osszege. Barmelyik szemkoztes lapparra van egy Sket
0sszekotd él, melyre ez a gondolatmenet érvényes.

A tovédbbiakban tehit elegendd a szemkoztes lappdrokra figyelni. Az el6z6ek szerint a zold
matricdk felragasztdsa akkor lehet helyes, ha a szemkoztes lapparokon a piros és a zold sza-
mok kiilonbségének abszolut értéke megegyezik. (Pl. piros: 2, 4; zold: 3, 1. itt a kiilonbség
a pirosakndl 2, a zoldeknél —2.)

Ezek utdn elég taldlnunk a piros szdmoknak egy olyan felragasztdsat, amelynél a szemkoztes
lapok szdmainak kiilonbsége mindig megegyezik, mert ekkor ugyanezek a szdmparok hasz-
nalhaték a zold szamok felragasztasandl tetszleges permuticidban, ezekbdl pedig a 3 lappar
esetében éppen 6 db van.

Erre 2-féle lehetdség is van: 12, 34, 56; illetve 14, 25, 36. (Itt pl. az ,,12” azt jeloli, hogy
az egyik szemkoztes lapparra az 1-es és 2-es piros szdmok vannak felragasztva.) Az els6-
nél a szemkoztes lapokon 1€vé szdmok kiilonbsége mindig 1, a masodiknél pedig mindig 3.
Az elsé esetben minden olyan zold felragasztas helyes lesz, mely a 21, 43, 65 szamparokkal
dolgozik, az iménti harom szampar tetsz6leges sorrendje mellett. Hasonldan, a masik esetnél
a 41, 52, 63 szamparok adnak helyes ragasztasi sémat, tetszéleges parositdsban alkalmazva.
Mar csak azt kell végiggondolni, hogy az 1-t6l 6-ig 1év6 szdmokat csak egyféleképpen le-
het 3 parba osztani igy, hogy a parok tagjai kozotti kiillonbség mindig azonos (1, illetve 3)
legyen. Ez viszont nyilvdnvald, hiszen a legkisebb szdm (az 1-es) pdrja egyértelmien kije-
I6lhetd, a fennmaradé szdmok koziil a legkisebb parja pedig ezek utdn szintén mindig egy-
értelmiien adddik.

Ha a versenyzd a fonti két megoldds koziil az egyiket megtaldlja, és teljes indokldst ad arra,
hogy valoban pontosan 6-féle helyes ragasztdst tesz lehetévé, akkor mdr jdr a 6 pont. A md-
sik megoldds megtaldldsdért +1 pont jdr, amennyiben pedig sikeriil beldtnia (pl. az Osszes
eset modszeres végignézésével), hogy nincs is tobb megolddsi lehetdség, tovdbbi +2 pontot
kaphat.
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3. Hatdrozzuk meg azokat a linedris f(x), g(x), h(x) (x € R) fiiggvényeket, melyekre

-1, ha =z < —1,
F(z) = |f(2)| — |9(x)| + k() = {32 +2, ha —1Zz<0, (8 pont)
—2r+2, ha 05 .

Megoldas. Mivel F'(z) intervallumonként konstans és elsGfokd fiiggvényekkel van meg-
adva €s a hozzarendelési szabalyok alapjan az abszolitértékes kifejezések eldjelvaltasi helyei

az v = —1 és az x = 0 helyek, ezért célszerli F'(x)-et az aldbbi alakban keresni:
F(z) = |a(z 4+ 1)| F |bz] + cz + d. 2 pont
Ekkor

(c—a+br+d—a, ha x< -1,
Flz)=<(a+ctbr+a+d, ha —1Z2<0, 2 pont
(aFb+c)x+a+d, ha 0=z

Az egyiitthatok egyeztetése alapjan

c—axb=0, d—a=-1,
a+cEtb=23, a+d=2,
aFb+c=-2, a+d=2. 2 pont

3 5 1
Az egyenletrendszer megolddsaként kapott értékek: a = o b= ii’ c=—1éd= 5
A keresett fiiggvények pedig a kovetkezdk:

3 3
R—-R — —
f — R, x+—>2x+2,

5
g: R—= R, xr—>§x,

1
h: R — R, xr—>—x+§.

A kapott fiiggvények teljesitik a feladat feltételét. 2 pont

4. Tudjuk, hogy n = 2°° - 3%°. Hany olyan pozitiv osztéja van az n* szdmnak, mely kisebb
n-nél és nem osztdja n-nek? (10 pont)

Megoldas. Nézziik a problémat altaldnosan!

Legyen az n egynél nagyobb pozitiv egész szam kanonikus alakja n = p" - ¢°, ahol p, ¢
két kiilonb6z8 primszam. Ekkor n? kanonikus alakja n? = p* - ¢**. Mint tudjuk az egynél
nagyobb pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak a szamat meghatdrozhatjuk a kanonikus alak-
bél. Igy az n pozitiv osztéinak a szama (r + 1)(s + 1), mig az n> pozitiv osztéinak a szdma
(2s+1)(2r 4+ 1). 2 pont



Az n? oszt6i koziil minden egyes n-nél kisebb pozitiv osztéhoz hozzirendelheté pontosan
egy n-nél nagyobb oszt6. Ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmt, mert kiillonb6zékhoz,

kiilonbozdk tartoznak.

kisebb pozitiv osztéja van az n’

Ezek szama:

Az n miden oszt6ja, osztéja n>-nek is.

Igy n’-nek

Qr+1)2s+1)—1
2

olyan pozitiv osztéja van, amely n-nél kisebb és nem osztdja n-nek.

1 pont
Az igy kapott osztparok tagjainak a szorzata n’. Az elézGek alapjan pontosan annyi n-nél
-nek, mint n-nél nagyobb. 1 pont
2r+1)(2s+1) -1
(2r+ )(28+ ) =2sr+ s+ 2 pont
1 pont
—((r+1)(s+1)—1)=2sr+s+r—rs—r—s=rs
2 pont
1 pont

Igy a vélasz: 600.

(Ha a problémait ilyen &ltaldnos alakban helyesen megoldja, +1 pont adhatd.)

5. Az ABC egyenl§ szard haromszog derékszogi csicsa C. Az AC befogdn felvessziik az
E és F pontokat igy, hogy CE = F'A teljesiiljon! Legyen () pont a C csticsbdl a BE-re
bocsatott merSleges talppontja, mig R a C'(Q egyenes és az AB atfogd metszéspontja! Ha-
tarozzuk meg, hogy a C RF'< felez6je mekkora szoget zar be a BC befogd egyenesével! (10 pont)

Megoldas.

Készitsiink abrat! 1 pont
Belatjuk, hogy CRB< = ARF'<, ebbdl kovetkezik,
hogy a C RF'< felezGje merSleges az AB egyenesre,
amibdl kapjuk, hogy a kérdezett szog 45°. 2 pont
Tiikrozziik a C'A oldalt az AB atfogéra! A C pont
tikorképe legyen C'! A CR és az AC’' met-
széspontja legyen F’! Mivel az ABC hérom-

A R B
sz0g egyenld szari derékszogli haromszog, ezért
CAB< = 45°, igy a tiikkrozés miatt BAC'< = 45°, tehat CAC'<t = 90°. 3 pont



C/

Mivel CF’' merSleges EB-re és AC merSleges
BC-re, ezért ACF'<« = EBC<«, hisz merdleges
szard hegyesszogek.

Az EBC és a CAF' hiaromszog derékszogi, vala-
mint ACF'< = EBC< és BC = CA, igy a két h4-
romszdg egybevago.

Ebbdl kovetkezik, hogy AF = CE = AF’, tehat
F' az F pont AB egyenesre vett tiikorképe, igy
ARF< = F'RA«.

Az F'RA< = CRB<, mert csticsszogek. Ez alapjan
ARF< = CRB<«.

Vagyis a keresett szog 45°.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



