Haladok III. kategoria, 2. (donto) fordulé

Feladatok

1 1 1

1. Az z, y, z pozitiv egész szamokrdl tudjuk, hogy relativ primek, és —+ — = —. Bizonyitsuk
x Yy z

be, hogy ekkor z - y - 2 négyzetszdm!

2. Az O kozépponti k; és az O, kozépponti k, korok A-ban és B-ben metszik egymast.
Az A-n atmend kozos szelGjik a koroket még C és D pontokban is metszi. (C' k;-en,
D kyn van.) A CO; és DO, egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk, hogy O;, O,, M
és B egy koron vannak.



3. Egy A ={aj;az;...;ax} halmaz silydn a benne 1év6 szdmok szorzatat értjiik.
(Vagyis pl. az A = {2;3;5} halmaz sidlya: 2-3 -5 = 30.)

1 . 1 . 1 . . 1
2737477772014
alabb két elemet tartalmazd) részhalmazai silyainak az Osszege?

(Ez pl. az A = {2;3;5} halmaznal 2-3 +2-543-5 =31 lenne.)

Tekintsik a H = { } halmazt! Mennyi H Osszes paros elemszamu (leg-

Megoldasok és javitasi utmutaté

1 1 1

1. Az z, y, z pozitiv egész szamokrodl tudjuk, hogy relativ primek, és — 4+ — = —. Bizonyitsuk
x Yy oz

be, hogy ekkor z - y - 2 négyzetszdm!

(Megjegyzés. Sajnos az eredeti kitlizésben lemaradt a kikotés, hogy a szamok pozitiv egé-
szek. Ha negativ egészeket is megengediink, az allitds mar nem igaz: z = -3, y = —6,
z = —2 megoldds, és ryz = —36 nem négyzetszam.)

I 1 1
Megoldas. — + — = —-t xyz-vel szorozva kapjuk, hogy yz + xz = yx.
x Yy oz

Legyen x és y legnagyobb kozos osztdja d. Ekkor © = d - a és y = d - b alakba irhat6 dgy,
hogy (a,b) = 1.

Beirva a fenti egyenletbe:

abz + daz = d*ab,

(a + b)z = dab,
ab

=d- )
N a+b

A legnagyobb kozos osztd tulajdonsigaibdl adédik, hogy

(a,b) = (a,a+b) = (b,a+b) =1= (ab,a+b) = 1.

Mivel z =d - és d és z egész, ezért d felirhaté k - (a + b) alakban, ahol k egész.
a
fgy z = kab,
x = ka(a +b),
y =kb(a+)

Mivel (z,y, z) = 1, ezért sziikségszertien k = 1. Igy z = a(a + b), y = b(a + b), z = ab.

Azaz zyz = (ab(a + b))z, ami négyzetszam.



2. Az O; kozéppontd k; és az O, kozépponti k, korok A-ban és B-ben metszik egymast.
Az A-n atmend kozos szelGjik a koroket még C és D pontokban is metszi. (C' ki-en,
D ky-n van.) A CO; és DO, egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk, hogy Oy, O,, M
és B egy koron vannak.

1. megoldas. El6szér megmutatjuk, hogy C', B, M és D egy koron vannak. Hasznaljuk az
alabbi dbra elrendezését és vezessiik be a kovetkez$ szogeket: ABC'<t =, ABD< = 6.

A Kkeriileti és kozépponti szogek tétele szerint AO1C'< =27, AO,D<t=26. Az ACO;
és ADO, egyenlGszéard haromszogekben C AO;<t = 90° — v és DAO,<t = 90° — 0, emiatt
O]AOQ<I =5+ é.

AO M < =180° — 2, AO,M< = 180° — 20, ezért az AOy MO, négyszdogben
O1MO,<t = 360° — (180° — 2) — (180° —25) — (y +9) =y + 0.

Azt kaptuk, hogy CBD< = CMD«<, vagyis C, B, M, D egy koron vannak.

Megjegyzés: C helyzetétdl fiiggben tobb kiilonbozd elrendezés lehetséges. A fenti érvelés
kis mddositassal a tobbi elrendezés esetén is elmondhaté. Lényeges eltérések két helyen
vannak: Az A pont nem feltétleniil valasztja el egymastl a C' é€s D pontokat, illetve az
M pont és a B pont keriilhet az 0,0, egyenes kiilonb6zd oldaldra is. Utobbi esetben nem
O1M B< = 0,0,B<, hanem O; M B< = 180° — 0,0, B< bizonyitandd.

A folytatasban az els6 dbra alapjan dolgozunk tovdbb. A C, B, M, D pontokat tartalmazd
kort k3-nak nevezziik. A keriileti szogek tételét fogjuk tobbszor alkalmazni, mindig jelolve,
hogy melyik korben.



Azt fogjuk megmutatni, hogy Oy M B< = O,0,B<.

O\MB< =CMB< (szogszar meghosszabbitdsa);
CMB<=CDB< (KSZT k3);

CDB< = ADB< (szogszar meghosszabbitdsa);
AO,B<=2-ADB< (KSZT ky);

0,0,B<« = % -AO,B<t = ADB< (010, felezi az AO,B<t-et).

Az egyenl8ségeket végigkdvetve pont a bizonyitanddé O; M B< = 0,0,B< 0sszefliggést
kaptuk.

2. megoldas. A most kovetkez$ (joval egyszer{ibb) megoldas el6nye (egyszeriiségén tul),
hogy irdnyitott szogekkel is mikodik, ezért nem kell kiilonbozd eseteket vizsgilni. A meg-
oldasban (bizonyitds nélkiil) felvazoljuk az irdnyitott szogek felhaszndlt tulajdonsagait.

Most is egy lemmaval kezdiink.

Lemma. Ha a ky és ky korok két metszéspontia A és B, tovdbbd a B végpontii dtmérd
mdsik végpontja a két kirben X és Y, akkor X, Y és A egy egyenesre esnek.

Bizonyitas. A Thalesz-tétel miatt BAX < = BAY < = 90°, ebbdl a pontok sorrendjétdl fiig-
getleniil kovetkezik, hogy X, Y és A egy egyenesen van.

Most tegyiik fel, hogy a feladatban szereplé C'D szel6 ¢ szoget zar be X AY -nal. A foly-
tatdsban a szogeket X AC<( helyett £ X AC' médon fogjuk jelolni, mert irdnyitott szogek-
kel dolgozunk. Az irdnyitott szogeket elGjelesen, és modulo 180° mérjiikk. (Tehdt példaul
30° = —150°.) Az irdnyitott szogek megolddsunkban felhaszndlt tulajdonsdgai az aldbbiak:

1. Ha A, M, B és C, M, D kollineéaris, akkor L{CMA = £LDMB.
2. LAOB + £BOC = £LAOC.

3. Ha a k kor keriileti pontja P, ive AB, kdzéppontja O, akkor 2- LAPB = LAOB.



4. LAPB = LAQB < A, B, P,(Q egy koron vagy egy egyenesen van.

Most mar egységesen kezelve az Osszes esetet, a kovetkezd egyszerli megoldast adhatjuk
a feladatra:

AXAC = LY AD,
2-AXAC = £XO,C = {BO/M és
2-AYAD = £Y 02D = £ BO>M.

Tehat £ BO{M = £ BO, M, amibdl kovetkezik, hogy B, M, O;, O, egy korén vannak, mert
B, O;, O, nem kollinearis.

D

AMO|B = £CO1X =24CAX =24DAY = £D0OY = LAMO,B

3. Egy A ={aj;ay;...;a;} halmaz silydn a benne 1évG szamok szorzatét értjiik.
(Vagyis pl. az A = {2;3;5} halmaz sdlya: 2-3 -5 = 30.)
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Tekintsik a H = ¢ =;=;—;...; ——
exintstic a 273742014
alabb két elemet tartalmazd) részhalmazai silyainak az Osszege?

(Ez pl. az A = {2;3;5} halmazndl 2-3+2-5+3-5 =31 lenne.)

} halmazt! Mennyi H 6sszes paros elemszamu (leg-

Megoldas. Onkényesen tekintsiik az iires halmaz sdlydt 1-nek! (Ez kés6bb latszodni fog,
hogy nem is olyan onkényes.)

Legyen

A = H 06sszes paratlan elemszamu részhalmazai silyainak Gsszege, €s

B = H 06sszes paros elemszdmu (az iireshalmazzal egyiitt) részhalmazai sdlyainak az 6sz-
szege.

Nyilvan C' = A+ B = H 0Osszes részhalmazai silyainak az Osszege.
Nekiink B — 1-re van sziikségiink.

Lemma: Ha K = {a;az;...;a,}, akkor K 0sszes részhalmazai silyainak dsszege (az iires
halmaz 1-es silydval egyiitt):

S=04a)(1+az)...(1+ay).



Bizonyitas: Nyilvanval6. Az n db () felbontdsa utdn éppen egy 2" tagi Osszeget kapunk,
melyben ott van egyszer az l-es (lireshalmaz silya), madsfel6l az Osszes lehetséges

a;, @i, - . . a;j, szorzat (az Osszes lehetséges {a;,;a;,;...;a;, } részhalmaz silya).
i t ,1 k H — 1 1 1 1 t/
Vagyis most ndlun e esetén:
&y 2734777772014

o 1+1 1+1 1+1 " 1 3 45 2015 2015
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2015
Vagyis A, és B szamok segitségével: A+ B = —

1 1 1 1
Misfeldl tekintsiik a H' = {—2; —g; _Z; cel —} halmazt.

Erre a H' 6sszes részhalmazénak a silya:

1 1 1 1 12 3 2013 1
{— —_ = —_ = —_ = R _ — . — . — . P —
¢ _<1 2> <1 3) (1 4)“'(1 2014) 23 4 7772014 2014

Most vizsgaljuk meg, hogy mibdl is tevédik ossze C'!

Legyen itt is

A" = H' 6sszes pdratlan elemszdmi részhalmazai sdlyainak Osszege, és

B’ = H' 6sszes paros elemszdmii (az iireshalmazzal egyiitt) részhalmazai silyainak az osz-
szege.

Nyilvéan egyfelsl C' = A’ + B’, masfel6l B’ = B; hiszen H' egy péros elemszami részhal-
mazanak a sulya megegyezik H azon péaros elemszamu részhalmazédnak a sidlydval, amely
éppen a megfelels H'-beli részhalmaz ellentettjeit tartalmazza.

A’ = — A (hasonléan, mint az imént B’ = B-nél).

De akkor A, B-re a kovetkez$ egyenletrendszer irhaté fel:

2015
A+B=— 2015 1 2015 1
L, g, -, gL 0
1 2 2014 1 208
A+ B=——
2014

Mivel ebben a B-ben benne van az iireshalmaz 1-es sillyal, a vilasz:

H 06sszes paros elemszamu (legaldbb két elemet tartalmazd) részhalmazai silyainak az 6sz-

szege:
2011 1
Pol= F s



