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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldja meg a valdés szdmok halmazin a kovetkezd egyenletet!
2 —[z] =3.
([x]: az x valds szdm egész része. Az = valds szdm egész részén azt a legnagyobb egészet

értjiik, amely nem nagyobb x-nél. Ez magdval x-szel egyenld, ha x egész.)

Megoldas. Grafikus megoldas:

Az egyenlet dtrendezése: x° = [z] + 3 alakba.

Ko6z6s koordindtarendszerben val6 dbrazoldsa a jobb és
a baloldali kifejezésnek, mint fiiggvénynek: f(z) = 2°

és g(x) =[] + 3. 2 pont
A metszéspont masodik koordindtdjanak megallapitdsa

a grafikonrdl: y = 4. 1 pont
Az x értékének meghatdrozdsa: z° =4, x = V4, 2 pont

Annak magyardzata, hogy nincs tobb metszéspont, igy ez az egyetlen megoldas.
Példaul egy lehetséges indoklas:

Illessziink egyeneseket a g(x) = [z] + 3 fiiggvényhez: y = = + 3 és y = = + 2. Vizsgdljuk,
hogy hany metszéspontja van a két egyenesnek az f(z) = ° fiiggvénnyel.

2 =x+2, 25 =+ 3. Atrendezve a kovetkez$ alakba hozhatéak:

z-(z+1)-(z—1)=2, z-(x+1)-(z—1)=3.

A baloldali szorzat x = —1, x = 0, x = 1 helyeken el&jelet valt, illetve ezekben a pontokban
a baloldal értéke nulla, tehdt itt nincs metszéspont. Vizsgaljuk a lehetséges megolddsokat
a kovetkezd intervallumokon:



< —1 A baloldali szorzat negativ, nincs metszéspont.

—1 <2 <0 | A baloldali szorzat értéke pozitiv és kisebb, mint 2, nincs metszéspont.

0 <z <1 | A szorzat értéke negativ, nincs metszéspont.

1 <z <2 | Biztosan van egy metszéspont, mivel z = 1 helyen 2° < z +2, és . =2
helyen z* > z + 3.
2<z A szorzat értéke nagyobb, mint 6, nincs metszéspont.

Az egyenlet atrendezhetd a kovetkez§ alakba is: x° —3 = [z], ekkor f(z) =2 —3 és
g(z) = [z}, y = L.
A részpontok az el6bb leirtaknak megfeleléen adhatdak.

Ha prébalgatassal megtaldlja a helyes megoldast, akkor maximum 3 pont adhat6.

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD négyzet A csicsan atmend egyenes a DC oldalt F, a BC' oldal meghosszab-
bitdsidt F' pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1

AFE? + AF?  AB?

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy ADFEA ~ ABF, mert mindkettd derékszogl, tovabba
DAFE< és AF B< valtészogek.

Legyen a négyzet oldalanak hossza AB =1 és vezessik be a DFE = x jelolést. Ekkor
BF 1 1
EC =1 —z. A fenti hasonlésdgbodl - =7 vagyis BF' = — kovetkezik.
x x

A Pitagorasz-tételt az ADFE és ABF haromszogekre alkalmazva a bizonyitandé allitds a ko-

vetkezO alakot Olti: . .

RO

A misodik tortet bévithetjiikk z*-tel, és igy kapjuk, hogy

1 n x? _
14+22 2241

1,

ami nyilvin igaz. Ezzel igazoltuk a feladat allitdsét.

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



3. A 49 szdm két szdmjegye kozé beirjuk a 48 szdmot, majd a bels§ 4-es és 8-as kozé
Ujra beirjuk a 48-at, majd ezt néhanyszor megismételjiik (44 ...48...89). Igaz-e, hogy igy
mindig négyzetszdmot kapunk?

Megoldas. Ha n — 1-szer elvégezziik a 48 kozépre irasat, akkor egy 2n-jegyl szdmot ka-
punk, ami a kovetkezd alakban is irhato:

4-11...1-10"+8-11...1+1,
ahol 11...1 egy csupa 1-esekbdl all6 n-jegyti szam.
1 1
Legyen most x =11...1=--99...9=—. (10" — 1), ahol x n-jegyl szdm.

9 9
Ekkor 10" =9z + 1.

Igy
44...488...89 = 4x- (92 + 1) + 8z + 1 =362+ 122 + 1 = (62 + 1),

Tehét igaz, hogy mindig négyzetszdmot kapunk.

1 pont
2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen:

4. Egy téglatest éleinek mér6szamai egészek. A téglatest térfogatdnak, fél felszinének, és
az egy csucsbdl kiinduld élek hosszanak mérdszamait osszeadva 2014-et kapunk. Mekkorak
a téglalap élei?

Megoldas. Legyenek a téglatest egy csiicsbol kiinduld élei a, b és c. A feladat szovege
szerint abc + ab + ac + bc + a + b+ ¢ = 2014.

Az egyenlet bal oldala a kovetkez&képp alakithaté at:
abc+ac+bc+c+ab+a+b=clab+a+b+1)+ab+a+b=
=clab+a+b+1)+(ab+a+b+1)—1=(ab+a+b+1)(c+1)—1=

=(a+1)(b+1)(c+1)—-1.

Innen (a+ 1)(b+1)(c+ 1) — 1 =2014, tehat (a +1)(b+ 1)(c+1)=2015=5-13-31.

A bal oldalon minden tényezd 1-nél nagyobb egész szam,
ezért egyenl6ség csak dgy dllhat fenn, ha ezek valamilyen sorrendben megegyeznek a jobb
oldali 5, 13 és 31 szdmokkal.

A téglatest élei tehdt 4, 12 és 30 egység hosszuiak.

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



