Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Az ABC héaromszog BC oldalanak egy bels6 pontja D. Tudjuk, hogy az ABD és ADC
haromszogek hasonl6ak, tovabba a hasonlésdg ardnya v/3. Mekkordk az ABC hdromszog

szogei?

2. A pozitiv egészek mindegyikét vagy zoldre vagy pirosra szinezziik. Ha teljesiil, hogy két
kiillonbozdképpen szinezett szdm Osszege piros, szorzata zold, akkor az egész szamok ezen
szinezését kaméleon szinezésnek hivjuk.

Mi a szine egy kaméleon szinezés esetén két zold szam szorzatdnak?

Egy bizonyos kaméleon szinezés esetén tudjuk, hogy az 1-es piros, a 77-es zold szinf.
Milyen szinti lesz ekkor a 2015?

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a val6és szdmok halmazan:

T+ 2014\/30 + 2014\/x + 2014\/3@ +2014v2015 ¢ = =x.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC haromszog BC oldalanak egy belsé pontja D. Tudjuk, hogy az ABD és ADC
haromszogek hasonldak, tovdbbd a hasonldsdg ardnya V3. Mekkorék az ABC haromszog

szogei?

Megoldas. ElSszor meghatarozzuk, hogy az ABD és ADC' haromszogek mely szogei fe-
lelnek meg egymdsnak.

Mivel ADB<t+ ADC< = 180°, ezért ADB< és ADC< nem lehetnek hasonlé hdromszo-

gek kiilonboz6 szogei, tehdt egyenlSknek kell lenniiik. 1 pont
C Ez csak ugy lehetséges, ha ADB< = ADC< = 90°. 1 pont

Két lehet6ség maradt: ABD< = ACD< vagy ABD< = DAC<. Az els6
esetben ABDA = ADCp, amit kizdrhatunk, mert a hasonlésag ardnya egy-
t6l kiilonbozik. 1 pont

Tehat ABD< = DAC<, és emiatt BAD< = ACD«.

D

B Azt kaptuk, hogy az ABC haromszog belsd szogeinek Osszege

180° = ABC< + BCA<+ CAB< = ABC< + BCA< + (ABC< + BCA«) =

= 2(ABC< + BCA<),



tehdt ABC'<x+ BCA< =90°, az ABC héaromszog (A-ndl) derékszogti.

Az ABD és ADC hasonl6 haromszogparban AB és AC' felel meg egymasnak. Ezek az ol-
dalak az ABC derékszogli hiaromszog befogéi, és a feladat feltétele szerint AC' = v/3AB.
Az pedig ismert, hogy ha egy derékszogli haromszog befogdinak ardnya 1 : /3, akkor a hé-
romszog szogei 30°, 60° és 90°.

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. A pozitiv egészek mindegyikét vagy zoldre vagy pirosra szinezziik. Ha teljesiil, hogy két
kiilonboz6képpen szinezett szdm Osszege piros, szorzata zold, akkor az egész szdmok ezen
szinezését kaméleon szinezésnek hivjuk.

Mi a szine egy kaméleon szinezés esetén két zold szdm szorzatdnak?
Egy bizonyos kaméleon szinezés esetén tudjuk, hogy az 1-es piros, a 77-es zold szind.
Milyen szint lesz ekkor a 2015?

Megoldas. A kaméleon szinezés szabdlyat csak a szinek roviditésével leirva kapjuk:

p+z=p,
p-z=2z.
Tegyiik fel hogy m és n zold szinli szamok. Vegyiink egy k& szamot, ami piros szind. Ekkor
kaméleon szinezés esetén m + k piros lesz.

Ha az sszeget szorozzuk a zold szinl n-nel, akkor az(m + k) - n, mivel két kiillonb6z6 szind
szam szorzata, ezért zold lesz.

Atalakitva a szorzatot a szorzat szine nem valtozik, azaz zold marad:

(m+k)-n=mn+kn.

Mivel k és n kilonbozd szintiek, ezért kn zold.

Ha mn piros lenne, akkor az mn + kn 0sszeg két kiillonboz6 szinti szdm Osszege lenne, igy
az 0sszeg szine piros lenne. De mivel tudjuk, hogy ez az &sszeg zold, ezért mn csak zold
lehet.

Tegyiik fel, hogy a p legkisebb z6ld szam. Az el6bbiek alapjan tetszdleges tobbszorose is
zold lesz.

Lemma. Nincs mds zold szdm, csak a p tobbszorosei.
Indirekt tegyiik fel, hogy 1étezik egy a, ami zold szini, de nem p tobbszorose.
Ekkor felirhaté @ = b - p + r alakban, ahol a, b, r pozitiv egészek, és 0 < r < p.

Mivel p z6ld, ezért b-p is z6ld lesz. Ha r piros lenne, akkor b- p+ r-nek a kaméleon szinezés
értelmében pirosnak kellene lennie. De mivel a z6ld, ezért r csak zold lehet. Ez viszont
ellentmond annak, hogy p a legkisebb z6ld szdm.

Haszndljuk fel ezt az eredményt! Ha az 1 piros, és a 77 z6ld, akkor kovetkeztethetiink arra,
hogy a 7 vagy a 11 tobbszorosei, és csak azok lesznek zold szintiek.

3 pont

3 pont



2015 =5-13-31, ezért ez se nem a 7, se nem a 11 tobbszorose. Igy nem lehet zold. Tehdt
2015 piros szind lesz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szdmok halmazén:

T+ 2014\/x + 2014\/36 + 2014\/$ +2014v2015z = .

Megoldas. Az x = 0 megoldédsa az egyenletnek, hiszen a legbels§ gyok felSl kezdve a sza-
mol4st

0+ 2014\/0 + 2014\/0 + 2014\/0 +2014v2015-0 =

= \/0 + 2014\/0 + 2014\/0 +2014v0 + 2014 -0 =

= \/0+2014\/0+2014\/0+2014- — /042014720140 = 0+ 20140 =0. 1 pont

Hasonl6an az = = 2015 is megoldds, hisz

2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v20152% =

= \/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v/2015 + 2014 - 2015 =

= \/2015 + 2014\/2015 + 2014\/2015 +2014v20152 = ... = \/2015 +2014v20152 =

= /2015 4 2014 - 2015 = V20152 = 2015. 1 pont

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy mas megoldés nincs.

Az egyenlet értelmezési tartomédnya a nemnegativ valos szdmok halmaza, igy az = < 0 eset
nem ad megoldast. 1 pont

Ha 0 < z < 2015, akkor
V20152 > Va2 = z.



Ezt a 1épést beliilrdl kifelé haladva egymas utan tobbszor alkalmazva az egyenlet bal oldala

T+ 2014\/96 + 2014\/56 + 20144/ =z + 2014v2015 = >

> \/x + 2014\/x + 2014\/:6 +2014vx + 2014 2 =

= \/J:+2014\/x+2014 x +2014v2015 2 > \/x+2014\/x+2014\/x+2014x =

= \/a:+2014\/x+2014 20152 > \/x+2014\/x+2014x =

= \/x +2014V2015 2 > Vo + 2014z =
=vV2015z > z.

Tehat az egyenlet bal oldala x-nél nagyobb, mig jobb oldala x, egyenl6ség tehat nem telje-
siilhet.

Ha z > 2015, akkor V2015 z < Vx? = x teljesiil, amit az el3z3 esettel azonos médon tobb-
szor felhaszndlva azt kapjuk, hogy

T+ 2014\/:1c + 2014\/$ + 2014\/95 +2014v2015z < x,

tehat egyenl6ség ebben az esetben sem teljesiilhet.

Mas lehet6ség nincs, tehdt az egyenlet megolddsai x = 0 és x = 2015.

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont





