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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott az aldbbi két egyenletrendszer:

) L alz—1)4+2y=1, 2) L alz—-1)4+2y=1,
I bx—1)+cy=3; I blz—1|+cy=3.

Tudjuk, hogy az elsd egyenletrendszernek nincs megolddsa, a masodik egyenletrendszert vi-

. . 35
szont kielégiti a (4; 8> szampdr. Hatdrozza meg az a, b, ¢ paraméterek értékét!

Megoldas. A megoldast a masodik egyenletrendszer elsé egyenletébe helyettesitve:

L5,
L
4" T4

a=1.
A masodik egyenletrendszer masodik egyenletébdl a
(1) 2b+5¢ =124

Osszefliggéshez jutunk.

Az a =1 6sszefiiggést felhaszndlva az els6 egyenletrendszer elsé egyenletében az
(2) r=2-2y

Osszefliggést kapjuk.

A (2) osszefliggést behelyettesitve az elsé egyenletrendszer masodik egyenletébe:

b(2 —2y) 4+ cy =3.

Felhaszndlva az (1) 0sszefiiggést ebbdl:

(24 —5¢)(1 —y)+cy=3
(6¢c — 24)y = 5¢ + 3.

Az egyenletnek pontosan akkor nincs megolddsa, ha ¢ = 4, ekkor (1)-bdl b = 2.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Az a =1, b=2, ¢c =4 értékek valdban kielégitik a feladat feltételeit.

1 pont

Osszesen:

2. Héanyféle médon lehet felmenni egy 25 1épcs6fokbdl all6 1épcsdn, ha mindig csak 2-t
vagy 3-at 1€piink? (Mads esetnek tekintjiik azt, ha az aljan lépiink 3-at, utdna mindig 2-t,
vagy az elejétdl kettesével lépiink és a végén 3-at.)

Megoldas. Jeldlje x, hanyszor 1épiink 2-t, ¢, hogy hanyszor 1épiink 3-at. Ekkor teljesiilnie
kell, hogy 2z + 3y = 25.

Mivel 2x biztosan paros, 3y pdaratlan és igy y is paratlan. A lehetséges értékek: y =1, 3, 5
vagy 7. Az ezekhez tartoz6 x-ek: 11, 8, 5 és 2.

Ha y =1 és x = 11, akkor 6sszesen 12 1épés van, ebbdl 11 egyforma (2 1épcsofok), azaz
a lehetéségek szama = 12.

A tobbi esetben 11, 10 illetve 9 1épés kell, ahol 3 és 8, 5 és 5 illetve 7 és 2 1épés egyfor-
manak tekinthet6. Az egyes lehet6ségek szdma: 165, 252 és 36.

Az 0sszes lehet6ség: 12 + 165 4 252 + 36 = 465.

7 pont

1 pont.

2 pont.

1 pont

2 pont

Osszesen:

3. Jeloljon z, y, z olyan pozitiv egész szamokat, amelyekre teljesiil, hogy 2zy° = 32°.
Mennyi az xyz szorzat minimuma?

1. megoldas. Mivel az egyenlet bal oldala oszthaté 2-vel, ezért a jobb oldal is oszthatd
2-vel. Ebbdl kovetkezik, hogy z oszthaté 2-vel.

Mivel a jobb oldal oszthat6 3-mal, ezért a bal oldal is. Azaz x vagy y oszthaté 3-mal.
Ezek alapjén az xyz szorzat oszthaté 6-tal.

Az xyz szorzat legkisebb lehetséges értéke a 6, nézziik el6szor ezt. Az oszthatésdgokat fi-
gyelembe véve két szamhdrmas lehetséges: * =3, y=1,z2=2vagyz =1,y =3, 2 = 2.

Egyik szdmhdrmas sem megoldédsa az eredeti egyenletnek.

Vizsgédljuk zyz = 12-t. Az oszthatésdgokat figyelembe véve taldlhaté olyan szdmhdrmas,
ami megolddsa az eredeti egyenletnek: x = 3, y = 2, z = 2. A kérdéses minimum tehét 12.

7 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

Osszesen:

2. megoldas. Irjuk fel z-et, y-t, z-t kanonikus alakban. Ha x vagy y vagy z oszthaté 2-t3l és
3-t61 kiilonboz6 primmel, akkor az egyenlet mindkét oldala ezt a primet ugyanakkora kitevén
tartalmazza, és ezzel a primhatvénnyal osztva az egyenlet szerkezete nem véltozik, tovdbbra
is 2zy? = 32> alaki, de az zyz csokkent, tehdt a minimumot elég olyan zyz esetén keresni,
melyek kanonikus felbontdsdban csak a 2 vagy 3 szerepelhet, azaz x = 2% - 3, y=2°- 34,
z=2¢.3f , a kitevok természetes szamok.

7 pont

1 pont



A két oldalon a 2 és 3 kitevGinek egyenl8ségét felirva a kovetkezd két fiiggetlen egyenletet kapjuk.

14+a+2c=3e
b+2d=1+3f. 1 pont

zyz = 20Fete . 304+ tehdt a + ¢ + e és b+ d + f minimumét keressiik.

Az elsd egyenletbdl lathatd, hogy e legaldabb 1. e = 1 esetén a =0, c =1 vagy a =2, ¢ =0,

az els6 esetben a + c + e kisebb. 1 pont
A masodikbdl f =0 esetén b =1, d = 0. 1 pont
e>1lesetén a+2c =5, (a+c¢)+c¢ =5, ahonnan a + ¢ = 3, ilyenkor a + ¢+ e = 5. 1 pont
f>0esetén b+2d =4, (b+d)+d =4, tehdt b+d =2, ekkor b+d+ f = 3. 1 pont
Ezek nagyobbak, mint az elbb kapott a +c+e =2 és b+ d+ f = 1, tehat a minimalis

érték zyz =223 =12 (. =3,y =2, 2 =2). 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABCD paralelogramma AB oldaldnak A-hoz kozelebbi harmadolé pontja H, BC
oldaldnak felezSpontja F, és DA oldalanak A-hoz legkozelebb levé negyedeld pontja G.
Bizonyitandd, hogy F'G, CH és DB egy ponton mennek at!

Megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy GF és C'H ugyanabban a pontban metszi a DB
atlot. 1 pont

Jelolje P a CH és DB metszéspontjat, ) pedig a GF' és DB metszéspontjat.

D C D C
P F Q F

G G

A H B A H B

A HBP és a CDP haromszogek hasonldk, mert szogeik egyenl6k. A hasonlésdg miatt

ﬁ = —BH _2 2 pont
PD~ DC 3 P
Az FQB és a GQD haromszogek hasonlok, mert szogeik egyenlok. A hasonlésdg miatt
1
B BF 2
—Q = = =—. 2 pont

2
QD DG 3 3
4



BP 2 B
Azt kaptuk, hogy D 3" Qg ez pedig csak ugy lehetséges, ha P = (). Tehat FG,
CH és DB egy ponton mennek At. 2 pont

Osszesen: 7 pont

5. Két szam szorzata a-b = —1. Ugyanezen két szdm 0Osszege a + b = 1. Bizonyitsd be, hogy
azS=a+b+a®+b*+a>+0 +a* +b*+ ... +a® +b® kifejezés egy egész szam, és add
meg a pontos értékét!

Megoldas. ElGszor megmutatjuk, hogy van két olyan a, b szam, amelyik kielégiti a feladat
feltételeit.

Ehhez kifejezziik b-t b = 1 — o alakban, majd beirjuk a masik feltételbe:

5 1++5

—a—1=0 — ajp= .

a(l—a)=—-1 — a 7

1+V5 1

2 2
Innen sokféleképp folytathato a feladat. (A megjegyzésben pdr lehetséges folytatdst leirunk
majd.) A fennmaradé rész jo megolddsa még 6 pontot ér!

5
Vagyis pl. (ha a > b) a = kielégitik a két feltételt. 1 pont

Legyen s; =a' +b' =a+b=1, s =a’>+b% ..., 5, = a" + b

Ezzel a jel6léssel S = s; + s, + 83+ ...+ sg a kérdés.

32_a2+bz_<1+\6> +<1—\G> _642V5 625

> > 1 1 =3. 1 pont

Masfeldl tekintsiik a kovetkezd egyenldséget: (n > 1).
sp=a"4+b"=1-(a"+b")=(a+b) (a"+b")=a""" +0" +a-b- (" +0"7").

Vagyis s, = a" ™ + 0" +a-b- (a”_l —i—b"_l) = Sp41—Sn—1, INN€N Sy 1| = Sp + Sy 1 ado-

dik. 3 pont
Inmen s1 =1; 5, =3 2> s3=4 > s4=7 > s5=11 = s =18 — s7 =29 — sg =47.

Vagyis =14+3+44+7+ 11+ 18 429 4 47 = 120. 2 pont
Vagyis S = 120.

Osszesen: 7 pont

Megjegyzések: a) Egy lehetséges ,.cstinya” megoldds: Haszndljuk a véges mértani sorozat
osszegképletét! Ezzel

_ 2, 3 8 o o l—ad 1=V
S=(l+4+a+a’+a+...+a°)+(1+b+...+b°) 2= T T T3

2,



vagyis

1+v5Y) 1-v5Y 1+v5Y 15\
- — - — - — - —
S = + —2= + —2.

| 1++5 | 1-+/5 1-+/5 1++5
2 2 2 2

Innen a torteket bovitve a nevez8k konjugéltjaival:

10 10
S:<1+ﬁ> _1+\@+(1—\6> 15

2 2 2
1+v3\ (1-v3)"
() (5

Ezutan kétszer alkalmazva a binomidlis tételt a két 10-edik hatvanyra, és észrevéve, hogy
a felbontds utdn az els6 tag szdmlalgjaban fenndll6 ,,paratlan” tagok éppen a masodik tag
megfeleld ,,pdratlan” tagjainak az ellentettjei és igy ezek Oszege: 0, mig a ,,paros” tagok
kozosek, adodik, hogy:

2- (17 + 10 1354 10 S10.5% 4 10 145 4 10 125445
o 2 4 6 8 _3

210

adodik.

innen

~ 1+45-5+210-25+210- 125 +45 - 625 + 3125
— 5 —3,
g 3126 + 45 - 630 + 210 - 150 62976

3= ————-3=123 -3 =120.
29 512

S

a’) a-bél kivetkezik, hogy s1 + 82 + ...+ Sy = Spi2 — 3.

b) Természetesen kiilon-kiilon mindegyik s; is megkaphaté két-két binomidlis tétellel az
iménti megjegyzéshez hasonldan, de az még tobb szdmolast igényel!

¢) Az dltalunk s,-nek nevezett sorozat a matematikdban Lucas-sorozatként ismert.

1+v5) [1-v5Y
A Lucas-sorozat nem rekurziv definicidjdban s, = L, = ( + > + ( — ) meg-

2 2

jelenik az aranymetszés szdma.

Minden Fibonacci-szeri sorozat (f; = a; fo = b; fani2 = fn + fnt1) kifejezheté a Lucas-
sorozat tagjai segitségével, és igy az aranymetszés szdmaival is!



