Haladok III. kategoria, 2. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szam esetén, ahol abc = 1, igaz a kovet-
kez6 allitas:
a’ v’ v+ St o,
ab+ a3+ 05 W+ B+ S S+ Fad+ab T

2. Egy 3 x 3-as tdblazat mez&ibe beirtuk az elsé kilenc pozitiv egész szdmot pontosan egy-
szer Ugy, hogy a harom sorban (balrdl jobbra), a hirom oszlopban (feliilrdl lefele) és a bal
fels6 sarokbdl indulé 4tlén kiolvashaté hiromjegyli szdmok mindegyike oszthaté 11-gyel.
Mekkora lehet a jobb felsé sarokbdl kiinduld atlén kiolvashaté szam értéke?

3. Adott a sikban n darab vektor, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam. A vektorok abszo-
Iut értékeinek Osszege 1. Bizonyitsuk, hogy ezen vektorok halmazanak van olyan nem {ires

1
részhalmaza, hogy a részhalmaz vektorai 0sszegének abszolit értéke legaldbb 6!



Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valds szdm esetén, ahol abc = 1, igaz a kovet-
kezé éllités:

a +b v + ¢ ¢ +a’
+ + 2 2.
a®+ a3+ W4+ S+ 3dd+ab
1. megoldas.
CL9 —I—b9 B (a3 —I—b3) (a() _ a3b3 —l—b6) B ( 3 b3) 2a3b3(a3 +b3)
aS+ a3’ + b0 ab + a3b3 + b° - a® + a3b + b0
Mivel:
0< (- )%
0 < ab—2a°° + 15,
26’0 < ab + 15,
3a0® < a® 4 a’b* +1°,
a’b? < 1
a®+a’p3 + 00 T 3
313(,3 13 313
2ab(a +b) SZ(a +b)
ab + a3’ + 00 3 ’
2a°0* (a® +° 2(a® + b®
) B 2w )
ab + a3b® + b 3
313
a’ + b > (a® + %) '
a®+a’b>+05 = 3
Analég:
3, .3 3 3
v+ ¢ Z(b+c) s A+ a0 2(c+a).
W43+~ 3 Ad+cad+a® = 3
Az egyenlttlenségek megfelel6 oldalait 6sszeadva:
a® + v b+ & +a N 2(a® +b° + &)
ab+a3bd+ 00 B+ + S S+ 3ad+ab T 3 '

Felhaszndlva, hogy:
(1) a, b, c pozitiv,
2 (a+b+c)(a>+ b+ —ab—ac—bc) =a’ + b+ —3abe,

és

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



(3) a® +b* + ¢ = ab+ ac + be,
arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy o’ + b* + ¢ = 3abe.
Igy:
&+ b p 4 O A+ a
a® + a3b3 + bb + b6 + b33 + b +Cé+c3a3+a6 =
2(a’ +0° + &) s 2-3abc _
3 - 3

1\

2abc = 2,

amit bizonyitani kellett

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas (10bb versenyzd dolgozata alapjdn).

Tobben hasznaltdk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenlétlenség Titu-lemma néven el-
hiresiilt alakjit. Hirom tagra ez igy néz ki:

2 2 2 2
a’> b RN (a+b+c)

x oy z  x+y+z'
ahol a, b, ¢, x, y, z pozitiv val6s szdmok, és egyenl8ség akkor teljesiil, ha a/x = b/y = ¢/z.
A bizonyitand6 egyenlétlenség egyszertibb alakba irhaté,ha bevezetjiik az a® = A, b° = B,
¢ = C jeloléseket. igy ABC = 1 is teljesiil, és elég azt bizonyitani, hogy

A+ B N B+ C? N A
A2+ AB+B? B*+BC+C? C(C?4+CA+A2~ "

Most kettébontjuk a torteket, és bovitiink, hogy a szdmlaldk teljes négyzetté valjanak:
A3 A n B3 B n B3 B
A2+ AB+B*> A A+ AB+B* B B?2+BC+(C? B
c? C Cc? C A3 A
t T o et r oA T AT e A2
B>+BC+C* C C?+CA+A2 C C*+CA+A2 A

Két csoportra alkalmazva a Titu-lemmat:

A? B* c*
B B AR B 1 BCLBC Ot CPALCA

- (A2 + B>+ C?)°
T A+ B3+ (C3+ A2B+ AB? 4+ A2C + AC? + B>C + BC?’

illetve
B o A4
PB1 AR+ B ' BC LB 15 T CPAL CA? £ A3

- (A2 + B>+ C?)°
T A+ B3+ (C3+ A2B+ AB? 4 A2C + AC? + B’C + BC?*




A két becslés 0sszegébol
(A2 + B2+ C?)°
A3+ B3+ C3+ A’B+ AB? + A2C + AC? + B2C + BC?

kovetkezik, ezért elegendé megmutatni, hogy

baloldal > 2 -

(A2 + B2+ C?)° -
A+ B3+ 3+ A2B+ AB* + A’C + AC? + B*C + BC? —

A nevezd szorzatta alakithato:

(A2 + B2+ C?)’
A3+ B34+ C3+ A’B + AB? + A2C + AC? + B?C + BC*?

(A% + B2+ C?)?
A2 (A+B+C)+B*(A+B+C)+C*(A+B+C)’

s

Kiemelés és egyszeriisités utdn
A+ B>+ C?
A+B+C
igazolandé. Végiil ismét alkalmazzuk a Titu-lemmat, majd a szdmtani és mértani kozép ko-
zotti egyenlStlenséget.

v

1

a+pc: o2 B
A+B+C  A+B+C A+B+C A+B+C

(A+B+C) A+B+C

3(A+B+C) 3

1\
1\

VABC = 1.

a =b=c=1 esetén minden becslésben egyenldség 4ll.

2. Egy 3 x 3-as tabldzat mez&ibe beirtuk az elsé kilenc pozitiv egész szamot pontosan egy-
szer Ugy, hogy a hdrom sorban (balrdl jobbra), a harom oszlopban (feliilrdl lefele) és a bal
fels6 sarokbdl indulé 4tlén kiolvashaté hdromjegyii szamok mindegyike oszthaté 11-gyel.
Mekkora lehet a jobb felsé sarokbdl kiindulé atlén kiolvashaté szam értéke?

Megoldas.
b1 e A tablazat mezdibe irt szamokat jeloljik az dbra szerint a,b,c, ..., ¢ betlk-
7 kel.
Ak Egy szam pontosan akkor oszthaté 11-gyel, ha a szdmjegyeinek valtakozé

eljellel vett 0sszege oszthaté 11-gyel.

A feladat feltétele szerint a harom sorban kiolvashaté szamok oszthatok 11-gyel, vagyis tel-
jesiilnek a kovetkez6 oszthatésdgok:

Il|a—b+e,
@ 11|d—e+f,

11|g—h+i.



A kozéps6 oszlopban kiolvashaté szam 11-gyel valé oszthatésaga miatt pedig

I1|b—e+h.

Vizsgiljuk az (a —b+c)+(d—e+ f)+ (9 —h+1i) —2(b— e+ h) Osszeget. A fenti oszt-
hatésdgok miatt ennek az Osszegnek is osztéja a 11, vagyis
Ij(a=b+ec)+(d—e+f)+(g—h+i)+2(b—e+h)=
=(a+b+c+dte+ f+g+h+i)—de

Mivel az a,b,c,...,7 szdmok az 1,2,3,...,9 szdmokkal egyeznek meg valamilyen sorrend-
ben, az a+b+c+d+e+f+g+h+i=14+24+3+...49 =45 egyenldség teljesiil,
tehdt a fenti oszthatdsag a

11|45 —4e
alakba irhaté.

Mivel 1 S e <9, ezért 9 <45 —4e < 41, e egész és 11|45 —4e, amibdl e = 3 kovet-
kezik.

A kozépsé sorban, a kdzéps6 oszlopban és a bal fels6 sarokbdl induld 4tléban kiolvashatd
szdmok 11-gyel valé oszthatésdga miatt

11|d—3+f,
11|b—3+h,
11|a—3+i.

Mivel ezen 0sszegek nem lehetnek negativak sem 14-nél nagyobbak (hisz két kiillonb6zd
szamjegy Osszege legfeljebb 17), ezért a d+ f, b+ h és a + ¢ Osszegek értéke 3 vagy 14
lehet.

Nem lehet mindegyik érték 14, hisz a hat legnagyobb szdmjegy Osszege 39, ami kisebb
3. 14 = 42-nél, tehit az egyik Osszeg értéke 3. Mivel csak a két legkisebb pozitiv egész
szam Osszege 3, a masik két Osszeg értéke biztosan 14, mely csak 54+ 9 és 6 + 8 alakban
allhat el6. A két kimaradé szdmjegy a 4 és a 7, ezek lesznek c és g értékei, tehdt a jobb
felsd sarokbdl indul6 atlé atloban kiolvashatd szam a 437 és a 734 lehet.

Ilyen kitoltések 1éteznek is, amint az dbrdkon l4thatd.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Adott a sikban n darab vektor, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam. A vektorok abszo-
Iut értékeinek Osszege 1. Bizonyitsuk, hogy ezen vektorok halmazanak van olyan nem {ires

1
részhalmaza, hogy a részhalmaz vektorai 0sszegének abszolit értéke legaldbb 6!



1. megoldas. Mérjiik fel a vektorokat egy O pontbdl. Az ebben az O pontban taldlhaté
360°-o0s szoget bontsuk fel 3 darab 120°-ra.

A skatulya-elv miatt van olyan szog, ahova esd vektorok hosszdnak Gsszege legaldbb 1/3
(a szogszarakra esd vektorokat besorolhatjuk a két szog barmelyikébe, akar mindkettSbe).

Ennek a szognek hizzuk be a szogfelez6jét, és minden ide a szdgbe es6é vektort bontsunk
a szogfelezdvel parhuzamos és rd merdleges komponensre.

Egy vektor parhuzamos komponense akkor a legkisebb, ha a vektor 60°-ot zar be a szog-
felez6vel. Ilyenkor ez a komponens feleakkora, mint a vektor.

Ezért a parhuzamos komponensek dsszegének hossza legaldbb 1/6.

Merbleges komponenseket is figyelembe véve a vektorok Osszegének hossza nem csokken-
het, igy az legaldbb 1/6!

Megjegyzés: Ha rogzitjik, hogy a két hatdrold szogszar koziil csak az egyik tartozik
a 120°-os szdghoz, akkor az is ad6dik, hogy az Osszeg abszolit értéke tobb, mint 1/6!

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen:

2. megoldas (tobb versenyzd dolgozata alapjdn).

Felvesziink egy tetszSleges koordindta-rendszert, amelyben a vektorok koordinatéi v;(z;;y;).
Két egyszerii becslést hasznalunk:
1
V2

Az alsé becslés a szamtani és a négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség kovetkezménye:

1 |z:| + |y |22 + |yil?
ﬁ(|$i\+’yi’)§@i|@ 12 = < : > ~.

A felsd becslés pedig a haromszog-egyenlStlenségbdl jon ki, hiszen v,(x;;y;) = (zi;0) +
+ (0 ;).

Most bontsuk négy csoportra a vektorokat aszerint, hogy melyik siknegyedbe esnek. (Felve-
hetd dgy a két tengely, hogy semelyik vektor ne legyen parhuzamos egyik tengellyel sem.)
Szamoljuk ki minden csoportban a vektorok tengelyeken vett merSleges vetiileteinek 6ssz-
hosszat. Biztos lesz olyan siknegyed, ahol a vetiiletek 6sszhossza legaldbb 1/4, hiszen a fenti
fels6 becslés alapjan a négy csoportban Osszesen legaldbb 1 a vetiiletek 0sszhossza.

(il + lyil) = lul = fa] + [wil-

Azt is feltehetjiik, hogy ez az I-es siknegyedben 4ll el, tehat itt minden koordinéta pozitiv.
(A tengelyek megfelel6 forgatdsdval elérhet6 ez a helyzet.) Jelolje az I-es siknegyedbe esd
vektorokat w;, w,, ..., w,. Tudjuk, hogy

Lk k k
<> @ity =Y @+ i
i=1 =1 =1

ahol az Osszegz€s mdr csak a w; vektorokra vonatkozik, és az abszolutértékek a siknegyed

megvalasztdsa miatt voltak elhagyhatok.

I

7 pont



Végiil a fenti alsé becslést hasznalva:

J=1

N =

k k
1 1
> L. }:%‘Jrzyj) > 1
\/5 (j:l e 4\/5

3. megoldas (Baran Zsuzsa dolgozata alapjdn).

A vektorok hosszanak 0sszegére vonatkozé feltételbdl és a haromszog-egyenl6tlenségbdl

n n n n
1= Z v = Z (il + wil) = Z |i| + Z |y -
=1 =1 =1 =1

| =

1 n
Az utolsé két 6sszeg valamelyike nagyobb, mint 5 Feltehetd, hogy Z |x;| 2
i=1
Az x; koordinatak elGjele szerint osszuk két csoportra a vektorokat. (A O mehet a pozitivak
1 1
k6zé.) Az egyik csoportban Z |z = 7 hiszen Osszesen legaldbb 5 abszolitértékek

Osszege. A folytatdsban ezen csoport vektorait jelolje w;, w,, ..., wy. Tudjuk, hogy k > 0,
mert nem nulla az 6sszeg.

A csoportban minden x koordinita azonos eldjeld, ezért
> lesl =[S0
Emiatt |
S| = (s w)| 2 [ =Yl 2 5

Az utolsé becslésnél azt haszndltuk, hogy egy vektor hossza legaldbb annyi, mint x koordi-
natdja abszolutértéke.

4. megoldas (Baran Zsuzsa és Williams Kada dolgozata alapjdan).

Az eddigi megoldasokban egyre jobb alsé becsléseket adtunk a kivalaszthaté részhalmaz
Osszegének hosszara (1 /6,1/ (4\6 ), 1 /4) Természetesen adddik a kovetkezd kérdés:

Mi az a legnagyobb K valés szdm, amire igaz, hogy ha n vektor hosszdnak
osszege 1, akkor kivdlaszthato koziiliik néhdny, amelyek osszegének hossza leg-
aldabb K?

Az éles becslés megsejtéséhez a kovetkezd gondolatkisérlet eredményeként juthatunk. Te-
gyiik fel, hogy az n vektor egy szabdlyos n-szog oldalvektorai, és n ,,nagyon nagy”. Ekkor

a sokszog egy egységnyi keriileti kort kozelit, melynek atméréje —. Szemléletesen latszik,
T

hogy a vektorok tetszdleges részhalmazanak 6sszege olyan vektort ad, amely nem hosszabb,
mint a kor atmérdje.

1
Megmutatjuk, hogy K = — elérhetd.
s



Az el6z6 megoldasokban egy tetszdlegesen felvett koordinata-rendszerben dolgoztunk. Azzal
tudjuk javitani az alsé becslésiinket, ha megtaldljuk a legjobb koordindta-rendszert. Induljunk
ki egy tetszSleges koordinata-rendszerbdl, ahol az i. vektor v,(x;;y;). Most forgassuk korbe
az X-tengelyt, és minden helyzetben szdmoljuk ki a vektorok X- és Y-irdnyu vetiiletét. Ha
az eredeti rendszer X-tengelyének pozitiv irdnydval v, «, az elforgatott X-tengely pedig
( nagysagu szoget zar be, akkor a vektor merSleges vetiileteinek 6sszhossza az elforgatott
rendszerre vonatkozdan:

Ve, v, :(|sm o — )!—l—‘cos(a—ap)‘)]yﬂ.

A sin és cos periodicitdsa alapjan:

/027r V(g v;)dp = |y - </027T |sin(e — )| dgp + /027r |cos(a — )| d<p> -
= || - </027T |sin(ep)| de + /027T |cos(¢)| dgp) =

:|Ui"4'/ sinpdp =
0
= 4)v;| - (— cosm — (—cos0)) = 8|vyl.

Az 0sszes vektorra Osszegezve:

21 n n 21 n
I—/ so,mdsozz/o V(w,vi>dw=8<21vil) —s.
i=1 =1

n
8
Emiatt 1étezik ¢ € [0;27], amelyre ZV(Q@,QZ-) > 7 ellenkez$ esetben ugyanis I < 8
s
i=1
adédna. Ezt a -t vdlasztjuk tehdt, és a folytatdsban méar abban a koordinata-rendszerben
dolgozunk, amit ez a szog kijelolt.

n n
Innentdl az el6z6 megoldds miikodik, de most az 1 < Z |zi| + Z |yi| helyett az erGsebb

8 =1 i=1
< Z || + Z lyi| egyenlGtlenségbdl indulhatunk ki, ezért végiil a kivalasztott w; vek-

=1

torokra a
‘Z 1. 8 _1
—4 27 7
egyenl6tlenséget kapjuk meg.

A fenti gondolatkisérlet pontossa tehetd, és megmutathatd, hogy ennél nagyobb K mdar nem
lehet j6.





