Kezdok 1. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Egy otjegyli szam minden szdmjegye kiilonbozd. Erre a szdmra n = 2, 3, 4 és 5 esetén
egyarant teljesiil, hogy barhogyan vélasztunk ki benne n db szomszédos szdmjegyet, az ezek
osszeolvasasaval kapott n-jegyl szam oszthat6 lesz n-nel. Melyek ezek az 6tjegyd szamok?

2. Adott 10 olyan kiilonb6z6 2-hatvdny, amelyek mindegyikében a 2 kitevdje egy 100-nél
kisebb pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy biztosan ki lehet koziiliik védlasztani néhanyat
(esetleg az Osszeset) Ugy, hogy a kivdlasztott szdmok két olyan csoportba oszthatdk, ame-
lyekben a szdmok szorzata ugyanannyi. (Ha valamelyik csoportba csak egyetlen szam keriil,
akkor abban a csoportban szorzat értéke maga a szdm.)

3. Legyen az ABC hegyesszogili hairomszog C csicsdhoz tartozé magassidgvonaldnak az AB
oldallal alkotott metszéspontja T'. Tiikrozziik a T" pontot a BC' oldal egyenesére, a kapott
pont legyen R. Huzzunk az R ponton keresztiil parhuzamost a CT magassiggal, az igy
kapott egyenes az AC' oldal egyenesét metssze (), a BC' oldal egyenesét P pontban.

Bizonyitsuk be, hogy a PT egyenes pontosan akkor merleges az AC' egyenesre, ha az
ABC héaromszog olyan egyenld szard hiaromszog, amelynek AB és AC oldalai egyenld
hosszisaguiak.

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Egy otjegyli szam minden szdmjegye kiilonboz6. Erre a szamra n = 2, 3, 4 és 5 esetén
egyarant teljesiil, hogy barhogyan valasztunk ki benne n db szomszédos szdmjegyet, az ezek
0sszeolvasasaval kapott n-jegyli szam oszthat6 lesz n-nel. Melyek ezek az otjegyli szamok?

Megoldas. Legyen az Gtjegyd szam: abcede.

Ekkor a feladat feltételei szerint 2 | ab, be, cd és de. Igy b, ¢, d és e paros szdmjegyek és
5 | abede, igy e csak O lehet.

4 | bede barmilyen péros d szamjegy vélasztasa mellett teljesiilne, de 4 | abed-nek is teljesiil-
nie kell, ami pontosan akkor teljesiil, ha 4 | cd. Mivel c-r6l kordbban mar megallapitottuk,
hogy paros, igy d értéke csak 4 vagy 8 lehet, azaz cd értéke 24, 28, 48, 64, 68 vagy 84
lehet.

Tehdt a szam végz6dése a 3 | cde feltételt is figyelembe véve csak 240 vagy 840 vagy 480
lehet.

Emellett 3 | bed, tehdt 3 | b+ 6 vagy 3 | b+ 12, amibdl b értékére az egyetlen lehetSség:
b = 6. Tehat a szdm végzbdése 6240 vagy 6480 vagy 6840.



Végiil csak azt kell biztositani, hogy 3 | abe teljesiiljon. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
3la+b+c=a+6+c, tehdt 3| a+c, azaz ¢ =2 esetén a = 1 vagy 7, ¢ = 4 esetén a = 2
vagy 5 és ¢ = 8 esetén a = 1 vagy 7.

Tehét a keresett szamok: 16240, 16 840, 26 480, 56 480, 76 240 és 76 840.
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2. Adott 10 olyan kiilonb6z6 2-hatvany, amelyek mindegyikében a 2 kitevoje egy 100-nél
kisebb pozitiv egész szdm. Igazoljuk, hogy biztosan ki lehet koziilik valasztani néhdnyat
(esetleg az Osszeset) ugy, hogy a kivélasztott szdmok két olyan csoportba oszthaték, ame-
lyekben a szdmok szorzata ugyanannyi. (Ha valamelyik csoportba csak egyetlen szdm keriil,
akkor abban a csoportban szorzat értéke maga a szdm.)

Megoldas. A hatvanyozds azonossidgai miatt a feladat atfogalmazhato:

Tegyiik fel, hogy adott tiz 100-ndl kisebb pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy biztosan ki
lehet koziilikk vélasztani néhdnyat (esetleg az Osszeset) igy, hogy a kivalasztott szdmok két
olyan csoportra oszthaték, amelyekben a szdmok 6sszege ugyanannyi. (Ha valamelyik cso-
portba csak egyetlen szam keriil, akkor abban a csoportban az Osszeg értéke ez a szam.)

Egy 10 elemi halmaznak 2'° (= 1024) részhalmaza van.

10 darab 100-nél kisebb pozitiv egész szdm Osszege legaldbb 55 és legfeljebb 945 lehet,
azaz a 10 szdmbdl képzett Osszegek legfeljebb 891 kiilonbozd értéket vehetnek fel. (Az is
elég, ha helyesen indokolja, hogy a lehetséges 0sszegek szdma kevesebb, mint 1024.)

Mivel a lehetséges értékek szdma kevesebb, mint a részhalmazok szdma, igy a skatulya-
elv értelmében kell lennie két olyan részhalmaznak, amelyekben szerepld szamok Osszege
ugyanannyi.

Hagyjuk el ennek a két halmaznak a k6z0s elemeit! Az igy kapott halmazok koziil egyik sem
lehet tires, mivel ez azt jelentené, hogy az egyik halmaz tartalmazza a masikat, ami lehetet-
len, hiszen elemeik Osszege egyenld. Az igy kapott halmazokban szerepld szdmok Osszege
tovdbbra is egyenld lesz, azaz ezek a szdmok megfelelnek a feladat kovetelményeinek.

3. Legyen az ABC' hegyesszogli haromszog C' csticsdhoz tartozé magassagvonaldnak az AB
oldallal alkotott metszéspontja 1. Tiikrozziikk a T pontot a BC oldal egyenesére, a kapott
pont legyen R. Huzzunk az R ponton keresztiil parhuzamost a CT magassdggal, az igy
kapott egyenes az AC' oldal egyenesét metssze (), a BC' oldal egyenesét P pontban.

Bizonyitsuk be, hogy a PT egyenes pontosan akkor merleges az AC' egyenesre, ha az
ABC héaromszog olyan egyenl$ szard haromszog, amelynek AB és AC oldalai egyenld
hosszisaguiak.



Megoldas. Készitsiink abrat!

Jelolje a PT és AC egyenesek metszéspontjat S,
és vezessiikk be a § = ABC<, vy = BCA< és p =
= PSC< jeloléseket! Megmutatjuk, hogy ¢ = 90°
pontosan akkor teljesiil, ha 5 = ~, vagyis az ABC
haromszogben AB = AC.

A CT és PR egyenesek parhuzamossiga miatt
TCB< és CPR< valtészogek, tovabbd a T' és R
pontoknak a PC' egyenesre valé szimmetridja alap-
jan CPS< = CPR<. Mivel CTB< =90°, ezért
azt kapjuk, hogy CPS< = TCB< =90° — §.
Ekkor a C'PS hdromszdgben ¢ = 180° — (90° — 3) — v = 90° — (7 — ). Ez pedig azt jelenti,
hogy ¢ = 90° akkor és csak akkor teljesiil, ha 5 = ~.




