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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Adott ABC haromszog esetén a (Q RS haromszoget nevezziik az A BC' haromszog kolyok-
hdromszdgének, ha az igaz, hogy

— QP felezbpontja R,

— RP; felez6pontja S,

— SP; felez6pontja @, ahol a P;, P», P; pontok valamilyen sorrendben az A, B, C' pontok.
Igazoljuk, hogy minden ABC haromszognek két kolyok-haromszoge van, és a két kolyok-

haromszog metszetének a teriilete az ABC haromszog teriiletének az 1/10-e.

Megoldas. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a P, pont az A ponttal
egyezik meg. Innen valéban két lehetSség van P,, P; valasztdsira: vagy P; = B, P, = C,
vagy forditva: P; = C, P, = B.

(Természetesen ezzel még nem igazoltuk, hogy egydltalan van-e ilyen kolyok-hdromszog.)

Most megmutatjuk, hogy a P, = A, P, = B, P; = C esethez egyértelmien tartozik QRS
kolyok-haromszog, és megadjuk QRS ,helyzetét”.

Legyen az A, B, C csucsokkal szemben az a, b, ¢ oldal, az ezekhez tartozé magassagok
pedig legyenek rendre: mg, myp, m.!

Legyen a () csucs tdvolsaga az a, b, ¢ oldaltdl z, y, 2!

(Megjegyzés: Ezeket a tdvolsdgokat elGjeles tdvolsagnak fogjuk érteni, ami azt jelenti, hogy,
pl. ha az a oldalegyenese altal meghatarozott kozos félsikban van @, és A, akkor > 0, ha
ellentétes félsikban, akkor x < 0, illetve, ha () az a oldalegyenesen, akkor = = 0.)

Ekkor nyilvan A, B, C cstcsok tivolsdga a rdjuk illeszked6 oldalaktdl 0, mig a szemben

sz

1év6 oldalaktol rendre: mg, my, me.

A felez6pont tulajdonsdgai miatt szdmolhat6 @), R, S tdvolsdga az oldalaktol:

1 pont



Mivel QA felezGpontja R, ezért R tavolsaga az a oldaltol: a —|—2ma,

tavolsdga a b oldaltdl: %,

tdvolsdga a c oldaltdl: g,

T+ mg

Mivel RB felezGpontja S, ezért S tavolsdga az a oldaltol:

%—i—mb _ Yy + 2my,

tavolsdga a b oldaltdl:

2 4
tdvolsdga a c oldaltdl: —,
Mivel SC felezGpontja @), ezért () tavolsdga az a oldaltol: T +8ma,
2
tdvolsdga a b oldaltdl: w,

24+m 4
tavolsiga a c oldaltél: 2 5 c_*% +8 Me

Masfel6l az utébbi tavolsagok éppen megegyeznek x, y, z-vel, vagyis

T+ mg Mg
f e _—
8 “ 7 =0
Y+ 2my 2my
— = _— =
3 y — 7 Y,
z+4m. dm,
—_— =z — = z.
8 7

2 4
Vagyis () tavolsaga az oldalaktol: (Tr;a, %; Z%>

7777
2ma‘4mb‘mc>

4 2
Hasonléan R tdvolsdga az oldalaktdl: ( Ma, T, mc), és

777

Vagyis ebben az esetben a QRS kolyok-haromszog valéban egyértelmtien 1étezik, illetve
a tavolsagok pozitiv volta pedig egyuittal azt is jelenti, hogy a QRS haromszog teljes egé-
szében az ABC' belsejében van.

S tavolsdga az oldalaktol: <

(Megjegyzés: Vektorokkal egyszertibben kijonnek ugyanezek az eredmények.) 2 pont
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Az eddigi eredményeink alapjan hasznaljuk a kovetkezd abrat, és a jeloléseit!

Az ébra elkészitésénél minden oldal 6sszes hetedelSpontjt vettiik, és azokon keresztiil par-
huzamosokat hizva a megfelel oldallal 49 egybevagé (a tovdbbiakban egységnyi teriiletii-
nek tekintett — igy ABC teriiletét 49-nek tekintjiik), az ABC-hez hasonld kisebb harom-
szdgre bontottuk az ABC haromszoget.

QRS, és Q'R'S" a két kolyok-hdromszog, mig nekiink a DEFD'E'F’ hatszog teriiletét kell
meghatdroznunk.

(Megjegyzés: Mivel Q, R, S, Q', R, S’ az 4bréan récspontok, a rdcsbeli koordinatdik miatt
D, E,F,D, 6 FE, F pontok léteznek, és az dbrén ,felrajzolt médon, sorrendben” 1éteznek,
hiszen mindegyikiik egy megfelel6 racstrapéz atlés pontja.)

El6szor megmutatjuk, hogy barmely kolyok-haromszog teriilete az ABC' teriiletének éppen
1/7-e (vagyis, ha ABC teriilete 49, akkor pontosan 7).

C Ugyanis Tors = Tras = Tspg = Tocr hiszen (Q,
R, S felez6pont volta miatt) azonos oldald, és magas-
sdgl haromszogek mind a QQ RS-sel.

Masfeldl TRAS = TSAB’ TSBQ = TQBCv és TQCR =
= Trc 4 hiszen itt is rendre azonos oldald, és magas-
’ g sdgli haromszogekrdl van szo.
A B Tapc

Innen adddik, hogy Tors =

7
Innen a DEFD'E'F’ hatszog teriilete szamolhaté példdul a kovetkezSképpen:
Tperp e'r = Tprp'qgr + TERE'Q + Trsrs: — Tors — T/ sk s

hiszen a jobboldali 6sszeg mind az &t tagjdban a DEFD'E'F’ hatszog teriiletét egyszer-
egyszer vettiikk (hdromszor pozitiv, kétszer negativ elgjellel), mig az ERF, FR'D', ...,
DS'E haromszogek teriiletét egyszer negativ, egyszer pozitiv elGjellel vettiik. Innen

3 3 9 9 63
T o =1 r+Thop=3 (- -2 =1 = —
DRD'Q DRQ D'Q'R 3 <4 >+3 <5 > 2—|—5 0’

3
ahol a Tprgr =3 - <4 . 2> képletben a 3 az RQ’ tavolsagot jelenti (ez 3-szor annyi, mint

3
valamely egységnyi teriiletiinek tekintett rdcshdromszog vizszintes oldala), mig a <4 -2>
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az RQ' oldalhoz tatozé magassdgot (ez éppen 3/2-szer annyi, mint az egységnyi teriiletii-
nek tekintett rdcshdromszog vizszintes oldaldhoz tartozé magassdg), ez utébbi az RQ'D, il-
letve a S’ D haromszogek hasonlésagdbdl jon ki, illetve abbdl, hogy a hasonlésdg aranya:
R /
A= @ =3.
QS

3
Tpgr=3" (5 . 1> pont ugyanigy szdmolhatd.

TerEQ, €s Trsrrs pontosan ugyanigy szdmolhat, mint Tprpr¢, €s mindre:

63
TDRD/QI = TER’E’Q = TFSF’S/ — TO
adodik.
o 63 189 — 140 49
TDEFD’E/F’ :3E—27: T: E

Mivel Tapc = 49, emiatt a két kolyok-hdromszog metszetének teriilete valéban pontosan
1/10-e az ABC' haromszog teriiletének.

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az f: R — R nem konstans fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy minden valés x esetén

fl=z)+ (1 - 2)f(z) =,
ahol c rogzitett egész konstans.

Igazoljuk, hogy ha f(x)-nek van egész fixpontja, akkor van két olyan fixpontja is, amely
nem egész.

(z fixpontja f(x)-nek, ha f(z) = z.)

Megoldas. ElGszor hatdrozzuk meg f(x) értékét x = 0 esetén! Helyettesitsiink be = helyére
1-et! Ekkor

fA=1)+1-1)f1) = f(0)=c
Ha x # 0, akkor szorozhatjuk az egyenletiinket x-szel:
(1) zf(1—2)+z(1 —2)f(x) = cz.
Valamint az f(1 —x) + (1 — x) f(x) = ¢ képletbe = helyére 1 — x helyettesitésével:
(2) fl@)+zf(l—2)=c

(1) = (2) — (=2*+z—1)f(x) =c(x — 1). Mivel —2* +2 — 1 < 0 minden 2-re, ezért
clx—1)

oszthatunk vele: f(x) = o
-2+ —

(ha x # 0).

. Ezzel megkaptuk az f(z) hozzdrendelési szabdlyat
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0-1
Mivel ez a képlet x =0 esetén: f(0) = M = ¢, ezért minden z-re megadja
f(z)-et. 2 pont

Legyen most mdr z fixpontja f(x)-nek!

Haz=0 — f(0)=0=c¢ — f(x) =0 konstans, ami nem megfeleld.

1—-1
Haz=1 — f(1) = f§+1)1 = 0, vagyis ez sem lehet fixpont.
Vagyis z = 0; 1 nem fixpont. 1 pont

Legyen most mar z # 0; 1 tetszdleges egész fixpont, vagyis

B ez —-1)
Z_f(z)_—zz—i—z—l'
Az egyenletet rendezve:
3,2
— — 1
c(z—1)=-24+22-2 — c:w:—zz—l—
z—1 z—1

adodik. Mivel ¢, z egészek, innen (z — 1) | 1 — z; = 0; 2, = 2 adddik.

A z = 0-t elintéztiik mar, az nem lehet fixpont, marad, hogy 2z = 2 a fixpont. 1 pont
23422 -2
Innen adédik, hogy ¢ = % = —6.
. —6(x — 1)

Vi fliggvé : = —

agyis a fuggvényem: f(z) e

) ) . —6(z — 1)
Lassuk, ennek vannak-e egyéb fixpontjai! Ehhez az kell, hogy x = [ ar— legyen,

it —

innen: —6(z — 1) = —2° + 2> — x, majd 0 = 2° — 2> — 52 4 6 adédik. Mivel tudjuk, hogy
ennek az egyenletnek 2 a gyoke, tobb mdédon szorzatta alakithatjuk, végiil:

0=a2'—2>—5r+6=(zx—2)(x*+z—3)

adodik.
Az 2> + x — 3 = 0 két valés, de irraciondlis megolddsa adja az f () két egyéb fixpontjat:

—1++13

5 a két nemegész fixpont (a z = 2 mellett). 2 pont

23 =

Osszesen: 7 pont

3. Egy kor alaku asztal koriil 20 didk iil. Minden didk el6tt van néhdny cukorka, kezdetben
2,4,6,8, ..., 38, 40, valamilyen tetszSleges sorrendben. A didkok — tanaruk vezetésével —
a kovetkezot teszik. Egy 1épésben minden didk odaadja a t6le jobbra iil6 didknak cukorkai
felét, majd ha igy pdratlan sok cukorkdja maradna, akkor a tanartdl kap még egyet. Ezt a 1é-
pést ismételgetik Gjra és Gjra. Bizonyitsuk be, hogy egy id6 utdn minden didknak ugyanannyi
cukorkdja lesz.
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1. megoldas. Altaldnosabban azt bizonyitjuk, hogy ha az n >3 didk eldtt kezdetben
ai,as,...,a, cukor van (a; paros minden i-re), akkor a folyamat véges 1épésben elér abba
az allapotba, ahol minden didk el6tt azonos szamu cukorka van.

Néhany kis n-re végzett kisérlet utin megfogalmazhat6é az aldbbi két sejtés:

1. Ha egy 1épés el6tt max{a;} = M, akkor a 1épés utdn is legfeljebb M a maximum.

2. Ha egy 1épés el6tt min{a;} = m, akkor a 1épés utdn is legaldbb m a minimum.

Az elsd sejtést bizonyitjuk, a masodik ugyanigy megy. Legyen harom szomszédos didk eldtt
rendre a, b és ¢ cukor egy 1épés el6tt. Tudjuk, hogy a,b,c < M. A 1épés utin g + g vagy
b ¢

3 + 3 + 1 cukor lesz a kozEépsé didk elstt. (A b cukor felét tovabbadja, a ¢ cukor felét meg-

b
kapja, és esetleg eggyel ki kell egésziteni parosra.) Az els6 esetben
b+c

2 — 2 2

A madsodik eset csak ugy éllhat el6, ha < M, hiszen M paros. Tehat ekkor is

b
3 + g + 1 £ M cukor lesz a kozépsé didk el6tt. Az érvelés barmelyik didkkal — mint ko-

z€psbével — elmondhatd, ezért a 1€pés utdn nem novekedhetett a maximalis cukorszam.

A masik lényeges észrevétel a kovetkezd. Ha min{a;} = m és egy pillanatban k& > 0 didknak
van pontosan m cukorkdja (és még van legaldbb két kiilonbdzd cukorszdm), akkor a 1épés
utan az m cukorkdval rendelkezé didkok szama k-ndl kevesebb.

Ugyanis ha egy minimalis szamud (m) cukorkaval biré didk egy a cukorkaval biré didktol

kap cukorkdkat, akkor mta vagy mTM + 1 cukorkdja lesz a 1épés utdn. a = m miatt

csak akkor nem novekedett cukorkdi szama, ha a = m. Tehat csak azok a minimélis darab-
szdmok maradnak meg, amelyektdl balra is minimadlis a cukorkdk szdma. Ez pedig legalabb
az egyik minimumra nem teljesiil, ha nem minden cukorkaszdm egyenl8. Az is vilagos, hogy
ha valakinél kezdetben a m-nél tobb cukor volt, anndl egy 1épés utdn is m-nél tobb cukorka
lesz.

Az eddigi észrevételekbdl mar egyszertien kivetkezik a feladat dllitdsa. Legyen max {a;} =
= M és min{a;} = m. Ha M = m, akkor vége a folyamatnak. Ha m < M, akkor minden
Iépésben csokken az m cukorkdval rendelkezd didkok szdma, ezért véges sok 1épés utdn
m' > m lesz a cukorkaszdm minimuma. Mivel a darabszamok pozitiv egészek, igy véges sok
1épésben eljutunk oda, hogy a minimum és a maximum megegyezik, vagyis minden didknak
ugyanannyi cukorkdja van.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas vazlata: Az el6z6 megoldasban mar lattuk, hogy a maximadlis cukorkaszam
nem nohet az eredeti érték felé. Emiatt csak véges sok kiillonb6z6 cukorka-eloszlds fordul-
hat eld, vagyis csak akkor tarthatna a végtelenségig a folyamat, ha egy id6 utdn ,,cikliz4l”.
Tovabb4a a ciklusban mar nem fordulhat el8, hogy a tandr dj cukrot ,tesz a rendszerbe”, hi-
szen a periddus végén ugyanannyi cukor van, mint a kezdetekor.
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Indirekt tegyiik tehat fel, hogy ki tud alakulni egy ilyen ciklus! Ennek kezdetekor a cukor-
kaszdm legyen ag, ay, ..., a9, és az dtadds irdnya legyen a;; — a;. Mivel a ciklusban mar
nem Keriil 4j cukor a rendszerbe, ezért egy 1€pésben mindig a kovetkez6 mddon véltozik
a cukorkaszdm:
a; + a4
a; & —————,

2
ahol az indexelés (mod 20) értendd.

Vizsgaljuk most meg, hogy egy kiszemelt didknak hogyan valtozik a cukorkaszdma 19 1épés
soran. A; jelolje a kiszemelt didk cukorkaszamat a ciklus . lépése utan.

-/40 = aop,
_|_
Al = a0 D) al)
+2a; +
Ay = aop Zl a27
+3a; +3a; +
.A3:a0 a18 az 6l37
g = Dot (Do + (Dart -+ (s

219

Ha a ciklus elején a maximdlis cukorkaszdam M volt, és nem mindegyik didk el6tt volt
M cukor, akkor

()ao+ (Y)ar+ (G)az+ . + (o) ar

Aio = 219
@M+ )M+ G)M ..+ ()M
219
v (109)+(119)—|—2(122)+...+(}g) M

Ez viszont azt jelentené, hogy 19 1épés utdn csokkent a maximadlis cukorkaszam, ami ellent-
mond a periodicitas feltevésének, hiszen a maximum nem tud novekedni, ezért nem tudnank
a kiindulé éllapotba visszatérni.
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