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Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Két, nem metsz6 kor kozéppontjaibdl érintéket hizunk a mdsik korhoz (lasd édbra).
P, Q és R, S azok a pontok, ahol ezek az érint6k metszik a koroket. Bizonyitsuk be, hogy

PQ — RS.
o

-

Megoldas. Hasznaljuk az alabbi dbra jel6léseit.

Legyen T' és Z rendre az O és O, szakasz P(Q)-val és RS-sel vett metszéspontja. PT'O; ha-
romszog hasonlé az O, F10; haromszoghoz, mert PO,T szogik megegyezik, és PT O =
= 0, F101< =90°. 2 pont
Ezért felirhat6, hogy
PT  F10,
PO, 0,02




PO, =1 és F10, = r, jelolést bevezetve

™

PT = .
0,0,

Hasonléan a ZSO; haromszog hasonlé az F,0;0, hiromszdghdz, mivel Z0,S szogiik
megegyezik, és SZ0,< = O1FE,0,< = 90°<.

Ezért felirhat6, hogy

ZS OB
SO, 0,0,
A fenti jeloléssel ZS értéke:
27
ZS = .
0,0,

Azaz PT = 78S.

Mivel az O;0, szimmetriatengely felezi a P(Q és RS szakaszokat, ezért PQ) =2 - PT és
RS =2.28.1gy PQ = RS.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

2. Egy hatjegyii szdm szamjegyeinek szorzata 190512.
a) Hany ilyen szdm van?

b) Melyek ezek koziil a négyzetszamok?

Megoldas. A szorzat primtényezGs felbontdsa: 190512 = 24 . 3% .72,

A felbontasbdl kovetkezik, hogy a keresett szamban kell lenni két darab 7-es szdmjegynek,
mert a 7 utdn kovetkezd, héttel oszthaté szdm a 14, ami mir nem lehet szdmjegy. Ekkor
a maradék négy szamjegy szorzatinak primtényezGs felbontdsa: 2* - 3°.

A maradék négy szadmjegy koziil legalabb egynek 9-esnek kell lenni, mert ha mindegyik
csak hdarommal oszthatd, de kilenccel nem, akkor a szorzatuk primtényez6s felbontdsaban
a harom, legfeljebb a negyedik kitevén szerepelhetne.

Ekkor a maradék hdrom szdmjegy szorzatdnak primtényezds felbontdsa: 2* - 3°. Ez csak tigy
lehetséges, ha az egyik szdmjegy udjra a kilenc, vagy mindharom szamjegy oszthaté harom-
mal. De ekkor a 2* primtényezd miatt mindhdromnak hatosnak kellene lenni, hiszen a 12
mar nem szdmjegy, ekkor viszont a szorzatban a kett6 csak a harmadik hatvdnyon lenne.
Ebbdl kovetkezéen még egy kilences szamjegy van.

Ekkor a maradék két szdmjegy szorzatinak primtényezds felbontdsa: 2% - 3. Ez csak tgy
lehetséges, ha az egyik szdmjegy oszthaté hdrommal, de kilenccel nem, igy ez csak hat
lehet.

Tehat a szdm szdmjegyei: 6, 7, 7, 8, 9, 9

2!

Az ismétléses permuticiok szdmanak képlete szerint: > = 180 darab ilyen szdm van.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Felirva a szamjegyekbdl képezhetd legnagyobb és legkisebb szamot:
677899 < N = n* < 998776.

Ebbsl
824 <n <999 (824> = 678976 és 9997 = 998 001).

Mivel N négyzetszdm, ezért csak 6-ra, vagy 9-re végzddhet, igy n 4-re, 6-ra, 3-ra, vagy
7-re végzbdhet. Nézziik meg, mi lehet N utolsé két szamjegye, n utolsé két szamjegyétdl
fliggben:

n |04 1424|3444 (54 (64748994 |06|16[26|36|46|56|66 76|86 |96
N|16|96|76|56|36[16|96|76|56|36|36|56|76|96|16|36|56|76|96| 16

n |03]13 12333435363 |73[83(93|07 17|27 (37|47 |57|67|77|87|97
N |09]69(29[89(49|09169|29|89 (494989296909 |49 8929|6909

A megjelolt lehetségek alapjan n lehetséges értékei:

824, 826, 833, 836, 837, 863, 864, 867, 874, 876, 883, 886, 887,
924, 926, 933, 936, 937, 963, 964, 967, 974, 976, 983, 986, 987.

Az N szam szdmjegyeinek Osszege 46, ami 9-cel osztva egyet ad maradékul, ezért n 9-cel
osztva 1-et, vagy 8-at ad maradékul.

Ennek alapjan a kovetkezd lehet6ségek maradnak:

836, 863, 883, 926, 937, 964.

Ezek négyzete 698 896, 744769, 779 689, 857476, 877969, 929 296
Tehét a lehetséges megolddsok: 779 689 = 8832 és 877969 = 937°.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. 2016 db pozitiv szam mindegyike a tovdbbi 2015 négyzetdsszegével egyenld. Mekkora
lehet a legkisebb szam értéke?

1. megoldas. Jelolje a 2016 db szamot ay,as, ..., axis- frjuk fel a feltételt az elsd két
szamra: a; = a3 + a3+ ...+ adge €8 ay = al+ a3+ ...+ a3y Ezeket egymasbdl ki-
vonva

2 2 2 2 2 2 2 2
a]—a2:a2+a3+...+a2016—(a1+a3+...+a2016):az—al

adodik. A jobb oldalt szorzattd alakitva azt kapjuk, hogy a; — ap; = (ay — ay)(az + ay).

Ha a; # a; lenne, akkor végigoszthatjuk az egyenletet a; — a;-gyel, ekkor —1 = a, + a-et
kapunk, ami lehetetlen, hisz a; és a, pozitiv szdmok.

Tehat a; = a,. Ugyanezt a gondolatmenetet végigkdvetve a 2016 szdm koziil barmely kettére
kideriil, hogy a feladat feltétele csak ugy teljesiilhet, ha a; = a, = a3 = ... = axs.

2 pont

2 pont

1 pont



Ekkor tetszoleges 1 < i < 2016-ra fenndll az a; = 201547 egyenl8ség.

1
Mivel a; # 0, ezért mind a 2016 szam, igy a legkisebb értéke is 2015

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Jelolje a 2016 db szdmot ay, ay, - . ., ax16, €zek négyzetosszegét pedig A.
Ekkor a feladat feltétele szerint

ay=A—al,

ay = A— a3,

2
ax16 = A — a6,

vagyis minden 1 < i < 2016 esetén a; = A — a?, azaz a? + a; = A.

Tekintsiik az f(x) = 2%+ fiiggvényt, ezzel az el6z6 2016 db egyenlet f(a;) = a? +a; = A
alakba irhat6.

Mivel azonban az f(x) fiiggvény az = € ]0; oo] intervallumon szigordan monoton névekvd,
ezért az f(x) = 2% + = A egyenletnek ezen a halmazon csak egy megoldasa lehet, ezzel
az értékkel kell egyenldnek lennie minden a;-nek, tehdt a; = ap = a3 = ... = ayie.

Ekkor tetszoleges 1 < i < 2016-ra fenndll az a; = 201547 egyenlSség.

Mivel a; # 0, ezért mind a 2016 szam, igy a legkisebb értéke is

1
2015°

2 pont

1 pont

2 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont





