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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Tegyiik fel, hogy p és g pozitiv egészek, tovabba p > ¢. Bizonyitsuk be, hogy az 1 + V2

P, Ptgq
a=-¢ésa

q p—q

kozé esik.
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Megoldas. Legyen — = r. Ekkor =p 1= T ahol r 1-nél nagyobb raciondlis
q pr—q G- r—

szam.

Tovabbi atalakitasokkal
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Tehat elegendd belatni, hogy az 1 + V2 az 1 + (r—1)ésaz 1+ p— kozé esik.
r—

kozé esik.

Ez pontosan akkor igaz, ha a V2azr—1ésa

pozitiv szdmok mértani kdzepe pontosan V2, és

: . . . 2
két szdm mértani kdzepe nyilvan a két szam kozott van. Az is teljesiil, hogy r — 1 # 1
r—

Ez pedig igaz, mert az v — 1 és a I
r—

mert r — 1 raciondlis, v/2 pedig irracionlis.

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Két, egymadst nem tartalmazd, kozos ponttal nem rendelkez6 kor kdzos szimmetriatengelye
a koroket rendre az A, B, C, D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy a kozos kiilsé
illetve bels6 érintészakaszok felirhatok két-két olyan szakasz mértani kdzepeként, amelyek
végpontjai az A, B, C', D pontok koziil valok!

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit! A kiilsd érintészakasz x := EF, a belsG érints-
szakasz y := GH, a korok tavolsdga d := BC, a nagyobb kor sugara R, a kisebb kor su-
gara r. (A leirt szamoldsok R = r esetben is miikodnek, ilyenkor az egyik Pitagorasz-tétel
trivialitdssd egyszer(isodik.)

A feladat feltételeit helyesen feltiinteté abra. 1 pont

Mivel az érint6 merdleges a sugarra, K|FE szakasz parhuzamos K,F' szakasszal. Legyen
K, 7 parhuzamos EF-fel, igy K,Z = x és K1Z = R — r. Mivel K| ZK,<t = 90°, 1 pont
ezért Pitagorasz tétele alapjan:

> =(R+d+r)—(R—7)?=d+2dR+2dr + 4Rr = d(d + 2R) + 2r(d 4+ 2R) =

= (d+2R)(d+ 2r). 1 pont
Tehat

x=vVAC-BD. 1 pont

Hasonlé médon: K\I =y, KoI = R+ r és K| ITK,<t = 90°. 1 pont

Pitagorasz tétele alapjdn:

v =(R+d+7r)? - (R+r)*=d*+2dR+2dr = d(d + 2R + 2r). 1 pont

Tehat
y=vBC-AD. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Egy halmaz elemei olyan pozitiv egész szdmok, amelyek oszthatéak az 5, 11, 23, 31
primszamok mindegyikével, de mds primszdmokkal nem. A halmaz barmely két elemének
a szorzata nem négyzetszdm. Mennyi az ilyen halmazok elemszdmdnak maximuma?

Megoldas. Vegyiik a halmaz minden elemének primtényezds felbontdsat. Két elem szorzata
akkor lesz négyzetszam, ha a szorzatban minden kitevd paros.
Péros szdmot két paros vagy két pératlan 6sszegeként kaphatunk.

Ezért ha két elemben mind a négy kitevonek megegyezik a paritdsa, akkor a szorzat négy-
zetszam.

Ha két elem esetén legalabb egy kitevonek mas a paritdsa, akkor a szorzat nem négyzetszam.

Ezért minden elemben a kitevoknél kétféleképpen donthetiink, lehet paros vagy paratlan.

Ezért az ilyen halmazok elemszdmanak maximuma 2* = 16.

1 pont
1 pont

2 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Osszesen:

4. Oldjuk meg a valds szamok korében a kovetkezd egyenletet:

V=124 2y/z, — 22 4 ... 4+ 2016 x20]6—20162:x1+x2+2'"+x2016‘

Megoldas. Tekintsiik az egyenlet bal oldaldn 4ll6 kifejezés k. tagjat:

kv/xp — k? = \/kQ(:ck—k:z).

Az egyenlOség jobb oldala a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlbtlenség alapjan ki-

k* + (g, — k2
sebb vagy egyenld, mint (:C;) = %,

egyenléség pontosan akkor 4ll fent, ha xj, = 2k

(A felirt becslések akkor is igazak maradnak, ha valamelyik k-ra x;, = k*. Ilyenkor a gyokos
kifejezés értéke 0, % pedig pozitiv.)

Ha osszeadjuk a tagokat k = 1-t8l 2016-ig, azt kapjuk, hogy egyenlGség csak akkor lehet,
ha 71 =2, 7, =8, 23 = 18, ..., 2916 = 2 - 20167

Ezek a szamok valdban kielégitik az egyenletet.

7 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



