Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2015/2016-0s tanév
3. (donto) fordulé
Haladok II. kategoria

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Az ABC hiromszoégben BAC< = 60°, ACB< = 100° és AB =4 cm. Tudjuk még,
hogy a BC' oldal felez6pontja F', tovabba D az AB oldal olyan pontja, amelyre BF D< =
= 80°. Bizonyitsuk be, hogy Tapc+2-Terp = V24 ¢m?, ahol Txyz az XY Z haromszog
teriiletét jeloli.

Megjegyzés: A feladat sajnos hibdsan lett kitiizve. A pontos érték helyesen V12 és nem \/24.
A dontében 8 versenyzd észrevette a hibdt, és a helyes megolddst adta meg. Az dsszes beadott
dolgozat dtnézése utdn gy ldattuk, hogy a legtobben nem jutottak el oddig, ahol a hibds
kitiizés problémdt okozott volna. Ezért a dontd végeredményének kialakitdsakor a Bizottsdg
ligy dontott, hogy azokra a dolgozatokra jdr maximdlis pont, amelyekben a helyes (\/ﬁ)
értek szerepel. Amennyiben egy versenyzdt a hibds kitiizés megzavart, azt nagyon sajndljuk,

elnézést kériink.

1. megoldas.

A’ Készitsiink abrat, amin az ABC' haromszoget kiegészitjiik
egy szabalyos haromszoggé, a kdvetkezd médon. Az AC ol-
dal C-n tdli meghosszabbitdsdn tgy vessziik fel az A’ pon-
tot, hogy AB = AA’ legyen. Ekkor nyilvin ABA’ szaba-
lyos. Vegyiik fel tovdbbd a C A’ szakaszon azt a C’ pon-

G tot, amelyre AC = C'A’. Ekkor ABC és A'BC’ egybevagé

hdromszogek, hiszen AB = A'B, AC = A'C’ és BAC< =
BA'C'q = 60°.

C/

A D B

Egyszer(i szdgszamitassal kapjuk, hogy BF DA ~ BC'Cx (szogeik: 20°, 80°, 80°), és mivel
F a BC felezGpontja, tovabbd a haromszogek egyenlS szardak, ezért a hasonlésdg ardnya
1:2.

A hasonlésdg miatt Tgocr = 41BFD.

3 pont

1 pont
1 pont



Az AA'B hdromszog teriilete most mér kifejezhetd az ABC és BF D hdromszogek teriile-
tével

Taarp =Tapc +Tpcec +Tecrar = 2TAc + Tpocr = 2T apc +41BFD. 1 pont

Teh4t a keresett mennyiség éppen az AA’B szabdlyos haromszog teriiletének fele:

1 1 V3.4
2Trp + Tapc = ETAA/B =3 f4 =2V3=VI2. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas vazlata (Dobdk Ddvid dolgozata alapjdn): T

Jelolje T" a B-bol indulé magassag talppontjat. Ekkor a BCT C

haromszogre alkalmazva a Thalész-tételt: F'T = FC' = FB.

A BAT hiromszog egy szabdlyos hiromszog fele, innen F

FBT< = FTB< = 10°, vagyis CFT< = 20°. A D B

Azt kaptuk, hogy DBFA = CFTA. A TF szakasz silyvonal a C'BT haromszogben, igy
2Tsrp éppen annyi, mint Torp. A keresett 0sszeg pedig Tapc +2 - Terp = Tapc +

3-42
+ Torp = Tapr. Végiil a szabdlyos haromszog teriiletének fele: \fg =2V3 =12

2. Adjuk meg azt a négy valés szdmot, melyekre igaz, hogy barmelyikhez hozzdadva a masik
harom szorzatat, eredményiil mindig 10-et kapunk!

Megoldas. Jeloljiik a négy szamot x, y, z, v-vel, szorzatukat p-vel. Irjuk fel példdul az z-re
és y-ra vonatkoz6 egyenleteket:

x4+ yzv = 10,
y+xzv = 10.

Az els6t z-szel, a masodikat y-nal szorozva kovetkezdket kapjuk:
2 —
z°+p = 10z,
y? +p = 10y.
Vonjuk ki az els6bdl a masodikat és rendezziink nulldra:

> —y? — 10z 4 10y = 0. 1 pont

(x —y)(xr +y — 10) = 0, ahonnan =z =y vagy x + y = 10. Ez barmely két ismeretlenrdl
elmondhatd, azaz barmely kettd vagy egyenld vagy az Osszegiik 10. Az ismeretlenek kozott
csak 2-féle szam lehet: y, z és v vagy z-szel vagy 10 — z-szel egyenld. 1 pont

Ezért 3 eset lehetséges:



A. A négy szam egyenld, ekkor az ismeretlenek kozos értéket z-szel jelolve egy egyenletiink
van: 24+ 2> =10, 2° -8+ 2 —2=0.

2 — 8-at szorzattd alakitva és x — 2-t kiemelve 1 pont
(x —2)(2* +22+5) =0, D < 0 miatt z = 2, azaz mind a 4 szdm 2. 1 pont

B. Két-két szam egyenld, példdul x = z és y = v, valamint = +y = 10. Ekkor 2 egyenletiink
van: = + 2y° = 10 és y + 2’y = 10. E kettSt egymésbdl kivonva:
z—y—+ay —aty =0,
r—y—xylr—y) =0,
(z —y)(1 —ay) = 0.
T # y miatt xy = 1. 1 pont

Az xy =1, x +y = 10 egyenletrendszert megoldva a két szdmra 5 + v24 és 5 — /24 adé-
dik,ezek megolddsai az eredeti egyenletrendszernek. Tehat 2 szdm 5 4 v24, a masik kettd
5 — V24 . Ezek megolddsai az eredeti egyenletrendszernek. 1 pont

C. 3 szam egyenld (x = z = v, a negyedik ezektdl kiilonbozik és x + y = 10). Az eredeti
4 egyenlet ekkor igy néz ki:
z + 2%y = 10,
y+ 2> = 10.

Kivonas utan:
r—y+aty -2 =0,
x_y_xz( y) 7
—y)(1—2%) =0,
(z — )(l—x)(1+fv)

x # y miatt x = 1 vagy « = —1, ahonnan y = 9 vagy y = 11, azaz 3 szdm 1, a negyedik 9,
vagy 3 szam —1, a negyedik 11. Ezek valéban megolddsai az eredetinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hany olyan 1-nél nagyobb egész szam van, amelyet barmely ndla kisebb pozitiv egész
szdmmal osztva véges tizedestortet (vagy egész szdmot) kapunk eredményiil?

1. megoldas. A feltételeknek n < 6 esetén pontosan a 2, a 3 és a 6 szamok felelnek meg,
és bizonyitjuk, hogy tobb megoldds nincs is. 1 pont

A tovabbiakban tehat tegyiik fel, hogy n > 6.

Egy raciondlis szdm tizedestort alakja pontosan akkor véges, ha a tort legegyszeriibb alak-
jadban (melyben a szdmldl6 és a nevez6 egymadshoz relativ primek) a nevezd primtényezdi
kozott csak a 2 és az 5 szerepel. 1 pont



Mivel (n,n—1) =1 és n 1 tizedestort alakja is véges, ezért n — 1 = 2% - 5% alakd.
n J—

tizedestort alakja is véges, ezért n —2 = 2¢ .54

Mivel (n,n —2) =1 vagy 2, és n
n—
alaku.

Mivel (n—1,n—2) = 1, az el6z6 két eredmény és n > 6 miatt n — 1 és n — 2 koziil az egyik

az 5-nek a masik pedig a 2-nek valédi (pozitiv egész kitevdjli) hatvanya (n paritasatol fiig-
gben).

Vizsgaljuk az n — 3-at. Ez egyrészt biztosan nem oszthatd 5-tel, masrészt biztosan oszthatd

3-mal, amiért n is oszthat 3-mal. Ekkor (n,n —3) = 3, s igy mivel n 3 tizedestort alakja
n —
is véges, n — 3 = 2°- 3 alaku.

Ha n péros, akkor n — 3 = 2¢ - 3 pdratlan, vagyis e =0 és n — 3 = 3 miatt n = 6, ami el-
lentmond n > 6-nak.

Ha n pératlan, akkor n — 1 pdros, s6t 2-hatvany, legyen n — 1 = 2/, ahol f 3 Ebbdl
—3 =2/ —2, amit 6sszevetve n — 3 = 2°-3-mal azt kapjuk, hogy 2/ —2 =2. ( 2= ) =
=2°.3.

A zaréjelben levo kifejezés paratlan, igy a szamelmélet alaptétele miatt e = 1 és f = 3, azaz

n =9, ami mégsem megoldds, mert a 7 tizedestort alakja nem véges.

Tehat més megoldds tényleg nincs, csak 3 szdm (a 2, a 3 és a 6) teljesiti a feladat felté-
teleit.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas vazlata (Villdnyi Soma dolgozata alapjdn): Két pozitiv egész hanyadosa akkor
és csak akkor egész, ha az osztandd tobbszordse az oszténak. Ha nem ez a helyzet, akkor
a hanyados csak tgy lehet véges tizedestort, ha az oszté primtényezds felbontdsdban a 2-t6l
és 5-t6] kiilonbozd primtényezdk legfeljebb akkora kitevon szerepelnek, mint az osztandé
primtényezds felbontasaban.

Az n £ 9 szamokat egyszerlien végignézhetjiik, és azt taldljuk, hogy csak n =2, n =3 és
n =06 jo.

Most tegyiik fel, hogy 1étezik n > 9 egész, amely megfelel a feladat feltételeinek. Legyen 3¢
a legnagyobb haromhatvany, amely kisebb n-nél, igy 3¢ <n < 39F! Mivel a feltétel szerint
37 egész vagy véges tizedestort, ezért n oszthaté 3“-nal. Hasonléan g egész vagy véges
tizedestort, ezért n oszthatd 7-tel.

Az eddigiek alapjan n = 3% -7 - m, ahol m pozitiv egész. De 3% -7 -m > 3°"!, ami ellent-

mond az n < 39! feltevésiinknek. Tehdt a 9-nél nagyobb egészek kozott nincsen megfelels
n szam, igy az Osszes megoldast megtaldltuk.





