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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott egy AB szakasz, s rajta tetszGlegesen 2017 pont. A szakaszra az abran lathatd
mddon adott « szogli egyenl6szard haromszogeket rajzolunk.
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a) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy ezen hdromszogek teriileteinek 6sszege minimadlis
legyen?

b) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy az AP, N; P, N, ... Py 3B torottvonal hossza a leg-
nagyobb legyen?
Megoldas.

a) Legyen A = Ny és B = Ny 5. Irjuk fel egy kis harom-
sz0g terliletét.

A hiromszdg magassdga: m; = x; - tga, igy a teriilete
TN, NP, = xzz ga,
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A négyzetes és a szdmtani kozép kozotti egyenlStlenség alapjéan:
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Az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, amikor a pontok egyenletesen helyezkednek el.
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b) Egy tetsz6leges haromszog két szdra:
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A tordttvonal hossza 4lland6 a pontok helyének megvélasztasatdl fiiggetlendil.

Megoldas.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. A BAC< bels6 szogfelez6jének egyik — A-tdl kiilon-
b6z6 — pontja D. Bizonyitsuk be, hogy ha két kor kozos
metszéspontja A és D, akkor a BAC< sz6g szarainak
(AB és AC félegyenesek) a két kor kozé esd szakasza
ugyanolyan hosszi! Diszkutdljuk a feladatot!

ElGszor vizsgdljuk azt az esetet, amikor A nem esik
egybe a kérdéses szakaszok egyik végpontjaval (azaz
E-vel, F-fel, H-val vagy G-vel).

A feltételbdl tudjuk, hogy BAD< = DAC«.

Azonos nagysagi keriileti szogekhez azonos hosszu-
sagud hdrok tartoznak, igy DE = DG, illetve a madsik
koron F'D = DH.

Az EDG< = FDH<, mert mindkettd sz6g az AEDG,
illetve az AFDH hdrnégyszogben az FEAH<-gel
szemkozti szoge.

Mivel EDH< koz6s, ezért EDF< = HDG<. Tehat
a DFEA é a DGH/A egybevagd, mivel két olda-

lukban és a kozbezart szogiikben megegyeznek. Igy
EF =GH.

1 pont
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1 pont



Ha A egybeesik H, G, E vagy F valamelyikével, ugy
a fenti bizonyitasban szerepl6 hurnégyszogek egyike

B nem alakul ki.
Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor A = H.
‘ A tobbi analég ezzel.
< Ebben az esetben AG az A, D, F' pontokat tartalmazé
A:H kor érintje lesz. Igy az érintSszard és keriileti szogek
G tételébsl GAD< = AFD<.

Igy AFB hiromszog egyenlSszard, mivel két szoge

megegyezik, azaz AD = DF.

Hasonléan az eléz6ekhez, a BAD< = DAC< feltétel-
C b8l DE = DG.

AEDG htrnégyszog AED< kiegészitd szoge pedig

megegyezik AG D<t-gel.

Igy ebben az esetben is megkapjuk, hogy a DFEA és a DGAA egybevagé, mivel szoge-
ikben és 2 oldalukban is megegyeznek. Igy FF = GH.

Abban az esetben, amikor &£ = H = A (ekkor mindkét sz6gszar érintGje 1-1 kornek), a meg-
felel6 szakaszok egyenl6sége szimmetria miatt nyilvanvalo.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. 10 egymast kovet6 egész szdm koziil maganyosnak nevezziik azokat, amelyek relativ pri-
mek az Osszes tobbihez. Igazoljuk, hogy 10 egymast kovetd egész kozott mindig lesz leg-
aldbb egy, ami magényos!

b) Mutassunk példat 10 szomszédos egészre, amelyek kozott pontosan egy maganyos szdm
van!

Megoldas. Legyen x és y két egész szdm, amelyek kozos osztdja d. Ekkor d | x — y. Tehit,
ha a 10 egymast kovetd szdm koziil kettd nem relativ prim, akkor biztosan kozds osztdjuk
a 2; 3; 5 és 7 szamok valamelyike.

A szdmok kozott pontosan Ot pdratlan szdm van. Ezek koziil legfeljebb kett6 oszthaté 3-mal,
és legfeljebb egy-egy oszthatd 5-tel, illetve 7-tel. Azaz legfeljebb 2 + 1 + 1 paratlan szdm
lehet oszthaté a 3; 5; 7 szdmok valamelyikével. Igy biztosan marad olyan szam, ami nem
oszthat6 a fenti szdmok egyikével sem. Ez a szdm biztosan maganyos lesz.

b) Az a célunk, hogy a 10 szdm koziil 9 oszthaté legyen a 2; 3; 5 és 7 szdmok valamelyi-
kével, illetve ezek a primek legaldbb két szdmot osszanak a 10 koziil.
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2 pont



Probélgatassal taldlhatunk, olyan oszthatésdgi feltételeket, amelyek ezt teljesitik. Ezt az
alabbi tablazatban foglaljuk Gssze:

ai a as as as ag az ag a9 ao
2| 2| 2| 2| 2|
3] 3| 3] 3|
51 5]

7 7|

Tehét olyan a;-et keresiink, amely oszthaté 30-cal és a 7-es maradéka 6. Konnyen ellendriz-
hetd, hogy a 90 egy j6 valasztas.

Tehat az alabbi 10 szam olyan lesz, amelyben csak egy maganyos szdm van:

90; 91; 92; 93; 94; 95; 96; 97; 98; 99.

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Barmilyen helyes példa megaddsa (megfelel6 indokldssal egyiitt) 3 pontot ér.

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valés szamparok halmazan:

{(w—\/xz—l—l)(y—m):l,

(*+y—-2)(y* +2—-2)=-2.

Megoldas. ElSszor megmutatjuk, hogy az elsd (l‘ —vVa?+1 )(y —Vyr+1 ) = 1 egyen-
letbdl kovetkezik, hogy y = —x.
(A fenti észrevételért — bizonyitds nélkiil — :

Ehhez az els egyenlet baloldaldanak mindkét tényezGjét szorozzuk (—1)-gyel:

(1) (Va2 +1—z)(Vi2+1—-y)=1

Itt nyilvdn y = —x esetén teljesiil az egyenlet, megmutatjuk, hogy més esetben nem. Ezt Ggy

mutatjuk meg, hogy igazoljuk, hogy a b(z) = /a2 + 1 — z fliggvény szigordan monoton
csokkend. Ebben az esetben nyilvan legfeljebb egyetlen x esetén vehet fel barmely értéket,
igy ha pl. y-t paraméterként rogzitjiik, akkor az (1") paraméteres egyenletnek legfeljebb egy
megoldéasa lehet, de egy megoldas (jelesiil x = —y) mindig van is.

(A szigori monotonitds észleléséért:
A szigord monoton csokkenés pontosan azt jelenti, hogy ha x; < x; — b(xy) > b(x3).

Legyen el8szor 1 < zp < 0! Ekkor mivel (/22 + 1 > (/23 + 1, és (—z1) > (—x2) az x4,
T, valasztasa miatt, ezért ekkor a csokkenés trivialis.

1 pont)

1 pont)



Legyen most 0 < x; < x5! Atalakitva kissé b(z)-t (a szokdsos /22 + 1 + 2 konjugalt-bGvi-

téssel):
(\/x2+1—:n)(\/x2+1+:1:)_ 1
Vi + 14z VA l+a

b(z) =

Most a nevezét vizsgilva adédik, hogy \/ 1< \/ z3+ 1, és x1 < z, miatt a nevezd
szigorian novekvd, és pozitiv, de akkor az egész tort szigorian csokkend.

Es végiil (mivel a O-t mindkét esetben felvehette x, illetve x,) adédik, hogy barmely
x1 < xy esetén b(xy) > b(x;). Ezzel a szigord monoton csokkenést belattuk.

(A szigord monotonitds bizonyitasaért:

Mivel y = (—x) a mdsodik egyenlet atirhaté a kovetkezd alakba:
(2 (% —x —2)(a* +2—2) = 2.
Innen adédik:

(-2 -2)2*+2-2)=((2*-2)—2)((2* —2) +2) =

) 2

—xt =2t — 522 +4=-2.

Innen: 0=z*— 522+ 6= (22 —2)(«® —3). Vagyis z lehetséges értékei: z; = v/2;

Ty =—V2;13=3; x4 = —V3.
(A masodik egyenlet megoldasaért:

Azaz a négy lehetséges (x;y) megoldas:
(- V3;v3); (V3:;,—V3); (-v2;v2); (V2;-V2).

(A négy megoldaspar felsoroldsaért:

2 pont)

2 pont)

1 pont)

Osszesen: 7 pont

5. Ramszesznek, a farad irnokdnak van néhdny egyforma nagysagu buzalepénye. Vallasi el6-
frasokbdl, ha egy lepényt felvdgnak, akkor legfeljebb hét darab egyforma nagysigu részre
kell vagni, és az egyszer mdr tobb részre osztott lepény darabjai tovabb mar nem osztha-
téak.

Igazoljuk, hogy ha Ramszesznek legaldbb 18 egyforma lepénye van, akkor szét tudja osz-
tani olyan adagokra, hogy az egyiptomi holdhénap mind a 28 napjara egyforma mennyiségi
lepény jusson!

Megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy elegendd, ha egy lepényt csupan négy, vagy hét
részre vaghatunk. Ilyen osztasokkal is igazsdgosan szétoszthaté 28 egyenld részre n darab
lepény minden n > 17 szdm esetén.

El6szor is megmutatjuk, hogy barmely n > 17 egész elGall n = 4a + 7b (a,b € N) alakban.
(Ez az ismert Frobenius-féle pénzosztdsi probléma specidlis esete.)

1 pont



-Han=18=4-14+7-2 — a=1;b=2.

-—-Han=19=4-34+7-1 - a=3;b=1.

-Han=20=4-5+7-0 - a=5;b=0.

-Han=21=4-0+7-3 - a=0;b=23.

Innentdl minden tovabbi szdm el6dll az el6z6ekhez ,,néhany” 4-est adva.
(PL.n=43 esetén 43 —19=24=4-6 — 43=4-3+6)+7-1 - a=9;b=1.)

Vagyis val6ban minden n > 17 egész elGéall n = 4a + 7b (a,b € N) alakban. 3 pont

Ezek utdn barmely n > 17 mennyiségli lepény esetén a kivant felosztas 28 egyenld részre
konnyen megtehet6 a kovetkezd mdédon:

Irjuk fel n-t n=4-a+7-b (a,b € N) alakban.

Ezutan 4 - a lepény mindegyikét osszuk fel egyenként 7-7 (6sszesen 7-4-a = 28 - a) egyenld
darabra.

Majd 7 - b lepény mindegyikét osszuk fel egyenként 4-4 (Osszesen 4 -7 -b = 28 - b) egyenld
darabra. Minden napra a darab 7-ed, és b darab 4-ed lepényt félretéve mind a 28 napra

b
azonos, vagyis % + 1 mennyiségl lepény jut.

Ezzel a felosztast megvaldsitottuk. 3 pont

Osszesen: 7 pont



