Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulé

Feladatok

1. Egy minden irdnyban végtelen négyzethdlds papirlap mindegyik mezdjébe egy-egy pozitiv egész
szamot kell irnunk a kovetkezs feltételekkel:

* Az n szdm éppen n-szer forduljon el§ (azaz 1 darab 1-es, 2 darab 2-es stb. szerepeljen a
lapon).

» Két tetszSleges, kozos oldalu mezdbe keriils szdmok kiilonbsége kisebb legyen egy eldre
megadott k szdmnal.

Mi az a legkisebb egész k, amelyre a kitoltést el lehet végezni? 7 pont

2. Tekintsiik az ABCD konvex négyszoget. Legyenek A" a BCD, B’ az ACD, C’ az ABD és D’ az
ABC héaromszog sulypontjai, mig Faz AB, G a BC, H aCD és I a DA oldal felezGpontja.

Igazoljuk, hogy a C'FD'GA’HB'I nyolcszog teriilete az ABCD négyszog teriiletének és az
A’B’'C’ D’ négyszog teriiletének mértani kozepe! 7 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy a 2018 elemd H = {1!;2!;3!;...;2017!;2018!} halmazbdl elhagyhatunk
két elemet igy, hogy a megmarado6 2016 darab elem szorzata négyzetszam legyen! 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato
1. Egy minden irdnyban végtelen négyzethdlds papirlap mindegyik mezgjébe egy-egy pozitiv egész
szamot kell irnunk a kovetkezs feltételekkel:

* Az n szdm éppen n-szer forduljon el§ (azaz 1 darab 1-es, 2 darab 2-es stb. szerepeljen a
lapon).

» Két tetszSleges, kozos oldalu mezdbe keriild szdmok kiilonbsége kisebb legyen egy eldre
megadott k szdmnal.

Mi az a legkisebb egész k, amelyre a kitoltést el lehet végezni? 7 pont

Megoldas: Az 1-est tartalmazé mezének négy masik mezdével van kozos oldala, de csak 2 darab

2-esiink van. Igy az 1-es mellé 2-nél nagyobb szam is keriil majd, tehat kiilonbségiik legaldbb 2

lesz, igy k legaldbb 3 lesz. 1 pont
k = 3 esetén a kitoltés elvégezhetd: A négyzethdlo egyik egye-
nesével a papirlapot két félsikra osztjuk. Az egyik félsik mezGibe
csak pdratlan, a masik félsik mezdibe csak paros szamokat {runk.
Az 1-est és a 2-eseket a hatdregyenes mentén helyezziik el ugy, 7
hogy az egyik 2-esnek legyen szomszédos oldala az 1-essel és a 6
masik 2-essel is. Az 1-es f61€ és mellé 3-asokat irunk, ezek folé
és mellé 5-0soket és igy tovabb. Hasonldan helyezziik el a paros
szdmokat a masik félsikban. 4 pont
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Az egyez$ szamokat tartalmazé €k alakid rétegben mindig kett6vel nagyobb szdmok vannak,
mint az el6z8 rétegekben, az egyes rétegekben taldlhaté szimok szdma is mindig 2-vel né. Igy
ha 1 db 1-esbdl és 2 db 2-esbdl indulunk ki, akkor tetszdleges pozitiv egész n is éppen n-szer fog

el6fordulni. 1 pont

ayd

A kitoltés modjabol kovetkezik, hogy egy félsikon beliil k6zos oldallal rendelkezd mezSkben 1€vE
szamok kiilonbsége 2 vagy 0. A kiilonbozd félsikokbdl vald, kozos oldallal rendelkezd mezSkben

1évs szamok pedig szomszédosak. A leirt kitoltés alapjan k = 3 a legkisebb szam, melyre el lehet
végezni a kitoltést. 1 pont

Osszesen: 7 pont
. Tekintsiik az ABC D konvex négyszoget. Legyenek A" a BCD, B’ az ACD, C' az ABD és D' az

ABC haromszog sulypontjai, mig F az AB, G a BC, H aCD és I a DA oldal felez&pontja.
Igazoljuk, hogy a C'FD'GA’HB’I nyolcszog teriilete az ABCD négyszog teriiletének és az

A’B’'C’' D' négyszog teriiletének mértani kbzepe! 7 pont
Megoldas: Jelolje a, b, ¢, d rendre az A, B, C, D pontok, mig a’,b’, ¢/, d’ rendre az A, B’,C’, D’
. . . [ . , b+c+d ..., a+tb+c
pontok helyvektorait! A stlypontokra ismert tétel miatt: ' = ————, valamintd’ = 3
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Hasonl6 igaz az 6sszes tobbi vesszds és eredeti AB, BC, CD oldalvektorokra. Azaz az ABCD és

A’B’C’D’ négyszdgek egyméshoz hasonléak, és a hasonlésdg ardnya: A = 3
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(Ez a rész parhuzamos szelSk tételével is konnyedén
elintézhetd: 14sd dbra!

Legyen Tupcp =T, ekkor Ty prcvpy =

Az ABC hiromszoégben D’, mig a BC D haromszogben
A’ stlypontok, ezért rendre az AG, illetve a DG suly-
vonalak G-hez kozelebbi harmadoldpontjai. De akkor
D’A’ a parhuzamos szelSk tételének megforditdsa alap-
jan parhuzamos AD-vel, és harmadolyan hosszu.) 3 pont

A nyolcszog teriiletének meghatarozasdhoz tekintsiik
az ABC hdromszoget és ennek D’ sdlypontjit. Legyen

Tapc = t, ekkor Tapp = Tpepr = Tcap = 3 mivel
D' sulypont. Mivel F, G felez8pontok az AB-n, illetve a

1 t
BC-n, ezért Tpgp: = Tpcp = g, vagyis Trop = g

Ugyanezt végigjatszva a B csiccsal szemben 1évS (T —t)
teriiletd C D A haromszoggel és B’ sulypontjaval kapjuk,
T

hogy Thpis = ——, vagyis Trsopr + Tnpis = 3



T
Hasonléan Tiarc + TgecaA = g

Mivel éppen azon négy négyszog teriiletét szamoltuk, amelyeket az eredeti négyszogbdl elhagyva
a keresett nyolcszoget kapjuk, ezért

T T
Torpgarapr =T — 2 == —. 3 pont
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Azaz Te'rpGa'HB'T = § =4/T- 5 = \/TABCD - Tapcrp és éppen ezt akartuk igazolni. 1 pont
Osszesen: 7 pont
3. Bizonyitsuk be, hogy a 2018 elemd H = {1!;2!;3!;...;2017!;2018!} halmazbdl elhagyhatunk
két elemet ugy, hogy a megmarad6 2016 darab elem szorzata négyzetszam legyen! 7 pont
Megoldas: A péros szamok faktoridlisait alakitsuk 4t igy:
21=11-2; 41=31-4; 6!=5!-6; ...; 2018!=2017!-2018 2 pont
Szorozzuk 6ssze a H halmaz elemeit:
1m-20-30-...-20171-2018! = 1!-1!-2-31.31.4.5!-.51-6-...2017! - 2017! - 2018 =
=1!-1!-31.31.50.50....2017!-2017!-2-4-6-...-2018 = 1 pont
=(1!-3!-50-...-2017)%-2-1-2-2-2-3-...-2-1009 = 1 pont
= (1!-31-50-...-20171)2 - 2199 . 1009! = 1 pont
=(1!-3!-5!-...-2017)% - 2'%% . 1009! - 2 =
2
= (11-31-51-...-20171-2°%)7- 10091 - 2! 1 pont
Tehat az 1009! és a 2! elhagydsa utdn a H tobbi elemének szorzata négyzetszam. 1 pont

Osszesen: 7 pont





