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Megoldasok és javitasi utmutato
1. Anna matematika hazi feladatdra rafolyt a tinta. A lapon egy mdsodfokud egyenlet volt
x> +bx+c=0
alakban, de sajnos most csak a kdvetkezd latszodik:
X2+ x+...=0

az clséfoka és a konstans b, ¢ egyiitthatok ,,0sszetintdzédtak”. Az egyenletrdl a kovetkezSket
tudjuk:

* a két hidnyzo b, c egyiitthaté egy-egy olyan egész szdm, amelyek 0sszege 2018,

* az egyenlet megolddsai egész szdmok.
Milyen szdmok lehettek a tintds b, ¢ egyiitthatok?

Megoldas: Legyen az egyenlet két egész megolddsa: xj, x». A Viete-formuldk alapjan
b c

Xj+xy=——=-b és X]-Xxp=—=c.
a a

Vonjuk ki a masodik formulabdl az elsét:
X1+ X2—X]1—X2=c+b=2018 = xy - x2—x1 —x2+1 =2019.
Innen szorzatta alakitva:
(x1 = 1)(xp—1) =2019=3-673 (673 prim!)
Innen a lehetséges x; — 1, x, — 1 egész szdmparok (x; — 1 értékét valasztva a nagyobbnak):
(x1 —L;xp —1) — (2019;1);  (673;3); (-2019;-1); (-673;-3),
igy innen: (x1; x2) — (2020;2); (674;4); (-2018;0); (-672;-2),
és végiil Gjra csak a Viete-formuldk alapjéan:
(b;c) = (—(x1 4+ x2); x1 - x2) — (—2022;4040); (—678;2696); (2018;0); (674;1344)

Vagyis ez a négy szampér lehetett a tintds szdmok helyén.

Osszesen:

Megjegyzés: Fogadjuk el j6 megolddsnak azt is, ha a versenyz§ kizarja a (2018;0) esetet arra
hivatkozva, hogy 0 elé nem frunk el§jelet.
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2. Az ABCD derékszogl érintStrapéz alapjai AB és CD (AB > CD), az alapokra mer6leges
szar AD. A trapézba irt kor az AB alapot P-ben, a CD alapot R-ben érinti. A szarakon 1év6
érintési pontokat 6sszekots szakasz a PR szakaszt M-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy A, M és
C egy egyenesbe esik! 7 pont

Megoldas: A beirt kor az AD szérat az E, a CB szérat az F pontban érinti, a kor sugara legyen r.

Ekkor DR = DE = AE = AP =r,legyen CR = CF = x. 1 pont
A trapéz szdrai a beirt kor E'F hurjanak két végpont-

jéhoz huzott érintdk, igy e hirral egyenld szogeket

zarnak be. Legyen DEF< = CFE< = a. 1 pont
Az A csucson dtmend, BC szdrral parhuzamos egye-

nes és az EF egyenes metszéspontja legyen G.

Az AEG héaromszog E-nél 1év6 szoge a DEF <
csucsszoge, ezért a-val egyenld. 1 pont

J e

Az AEG haromszog G-nél 1év6 szoge és a CFE<
- valtészogek, igy az AGE < is éppen a. Ezért az AGE
4 P b haromszog egyenld szard, tehat AG = AE =r. 1 pont

pay

Nyilvan a PGA haromszog is egyenls szaru, AG = AP = r. Az RFC hiromszog C-nél 1évG

Py

szoge és a PG A haromszog A-nél 1év0 szoge valtoszogek, igy e két egyenld szdru haromszog
hasonlé. 1 pont

S6t, mivel a megfelel$ oldalaik parhuzamosak, ezért kozéppontosan hasonldk. E hasonlésagnal
R és P, illetve a G és F megfeleld pontok, igy az RP és a GF egyenesek M metszéspontja

megadja a hasonldsdg centrumat. 1 pont
Mivel A és C szintén megfelel§ pontok, az Sket 0sszekdtd AC egyenes is atmegy M-en, ezt

kellett belatni. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet! (p; g pozitiv primek, mig a természetes szam)
2

p2 + pzq2 + q2 =a 7 pont
Megoldas: Vizsgilédjunk (mod 4) szerint!
Ha p, g pératlan szamok, akkor p? = ¢* = 1 (mod 4) miatt a*> = 3 (mod 4) lenne, ami
lehetetlen. Vagyis valamelyik prim paros. 2 pont
Legyen g = 2. Ekkor p? + p*¢* +¢* = a* — 5p* +4 = a®> — 5p* = (a - 2)(a +2). 2 pont
Mivel p pozitiv prim, a nemnegativ egész (a —2 < a + 2 miatt), a kdvetkezd lehetGségek vannak:
a-2=1l,a+2=5p*(=1+4=35)=p=1 nem megoldas.
a-2=5a+2=p*(=9) = p =3 megoldis.
a-2=p,a+2=5p=>4=(a+2)-(a—-2)=5p—-p=4p = p = 1nem megoldas.
a-2=p’a+2=5=2>a-2=5-4=1=p?>= p=1nem megoldss. 2 pont
Vagyis az egyenlet megoldésai: p =2; g =3ésp=3;q =2. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Rajzoljunk a koordinata-rendszer origdja mint kozéppont koré 1, illetve 4 egység sugard koroket.
Tekintslik a két kor kozotti zart korgylrd tartomany pontjait. Mely pontokra lesz a kovetkezd
kifejezés értéke a legkisebb, illetve a legnagyobb?

f(x;y) :x2+y2+xy 7 pont

Megoldas: A koordindta-rendszer P(x;y) pontjaira a feltétel szerint teljesiil, hogy
1 <x?+y? < 16. 1 pont

Ezenkiviil a geometriai és kvadratikus kdzepek 6sszehasonlitdsabol tudjuk, hogy

2,2
X“+y
<
eyl < —
x? + y?
Ha az els6 vagy harmadik negyedben vagyunk, akkor xy < , ha pedig a mésodik vagy
X%+ y?
negyedik negyedben, akkor xy > — . 1 pont
Az egyenlGség x =y, illetve x = —y esetén all fenn. 1 pont
Igy a maximalis értéket kapjuk, ha
2,42
3
f(x;y):x2+y2+xy§x2+y2+x;y :5(2+y2):24, 1 pont
és a minimalis értéket, ha
2,42
N S 2 2 XAy 1o, gy 1
fy)=x"+y " +xy>x"+y — > _E(x +y)_§, 1 pont
ami x = v, illetve x = —y esetén all fenn.
A legnagyobb értéket a legnagyobb sugari kor és az x = y egyenes metszeteként kapjuk:
My (2V2:2V2), illetve M, (-2V2; -2V2).
Alegkisebb értéket pedig alegkisebb sugart kor és az x = —y egyenes metszeteként hatarozhatjuk
1 1 1 1
meg: M; (—; ——), illetve My (——; —) 1 pont
V2© V2 V2 V2

Osszesen: 7 pont



5. Egy 2018 %2018 egységnégyzetbdl dll6 négyzet alaku tdblazat néhdny (egységnégyzetnyi) mezs-
jének kdzéppontjat pirosra szinezziik. Legfeljebb hany kozéppont szinezhet§ ki, ha azt szeretnénk,
hogy ne legyen olyan derékszogli hdromszog a tdblazatunkban, amelynek csucsait a kozéppontok
kozil vélasztjuk és minden csucsa piros. 7 pont

Megoldas: Az elsd sor €s az elsS oszlop Osszes mezGjének (kivéve a metszet bal-fels6 mezdnek)
a kozéppontjét pirosra szinezve nyilvan nincs az dbrdban tiltott piros derékszogl haromszog.
Vagyis 2-2018 —2 = 4034 mez6 kivélaszthaté. (Altaldban n X n méret esetén 21 —2 a maximum.)
Egy helyes konstrukciéra: 2 pont

Megmutatjuk, hogy dltaldban 2n — 1 (vagyis most 4035) szinezett pont esetén mar van piros
derékszogl haromszog.

Csak olyan derékszogli haromszogeket fogunk vizsgalni, amelyek befogdi vizszintesek és flig-
gblegesek (még ilyenbdl is lesz piros)! Ezeket hivjuk standard haromszogeknek! 1 pont

Ennek igazoldsdhoz teljes indukci6t hasznalunk.

2

I) A bazis-allitas: 2 x 2-es méret( tdbldzatban kivélasztva (a 4 lehetséges pont koziil) 3 pontot
nyilvin van a tdbl4zatban piros derékszdgli haromszog.

IT) Indukciés feltevés: Tegylik fel, hogy k X k méreti tdblazat és 2k — 1 kivalasztott pont estén
mindig van piros standard derékszégli haromszog.

III): Ezek utan legyen (k + 1) X (k + 1) méretd a tdblazat és 2k + 1 kivélasztott piros pont!

Ha két sort megcseréliink vagy két oszlopot megcseréliink, az a piros standard haromszogek
szamat nem véltoztatja. 2 pont

Mivel a kivalasztott pontok szdma kevesebb, mint 2(k + 1) (azaz a sorok/oszlopok szdménak
dupldja), ezért van olyan sor, és van olyan oszlop is, amelyben legfeljebb 1 pontot szineztiink be. 1 pont

Sor és oszlopcserékkel vigylink a legfelsd sorba €s a bal sz€lsG oszlopba egy-egy ilyen ,.kevés
pontos” (Osszesen legfeljebb 1+1 = 2 beszinezett pontos) sort/oszlopot. Ekkor a tdbldzat maradék
k X k-as részében tul sok, legaldbb 2k — 1 szinezett pont van, ami az indukcids feltevés miatt azt
jelenti, hogy van tiltott (standard) hdromszog.

Ezzel az 4llitas bizonyitottuk, n X n méretd tablazatban 2n — 1 (vagyis most 4035) piros pont
esetén mar van piros derékszogli hdromszog.

Vdlasz: vagyis legfeljebb 4034 piros pontot lehet kivalasztani. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Indukci6 nélkiil is bebizonyithatd, hogy ha nincsen csupa piros csicspontd derék-
sz0gl hdromszog (igy standard sincs) az n X n-es téblan, akkor legfeljebb 2n — 2 kézéppont lehet
pirosra szinezve.

Ha csak n piros kdzéppont van, akkor nyilvanvaldan igaz az allit4s.

Ha n-nél tobb piros kdzéppont van, akkor van olyan sor is €és oszlop is, amelyben két piros pont
is van, példdul az i-edik sor és a j-edik oszlop.

Nem megy az 4ltalanossag rovasdra, ha a i-edik sort az elss (fols6) sornak €s a j-edik oszlopot
az utolso (jobb sz€ls6) oszlopnak vessziik.



Megallapithatjuk, hogy:

1. Az elsé sor utols6 oszlopédban 1évS kdzéppont nem lehet piros, ellenkezd esetben lenne piros
(standard) haromszog.

2. Az els§ sorban 1€v6 piros négyzet-kozéppontok oszlopdban sem lehet tobb piros négyzet-
koézéppont, ellenkezd esetben lenne piros (standard) haromszog.

3. Ugyanigy, az utolsé oszlopban 1év§ piros négyzet-kézéppontok sordban sem lehet tovabbi
piros négyzet-kozéppont.

Ezek utdn minden olyan sort, amelyben legaldbb két piros kdzéppont van, ,,vetitslink™ az elsd
sorra, illetve minden olyan oszlopot, amelyben legalabb két piros kozéppont van, ,,vetitsiink™ az
utols6 oszlopra.

A 2. megallapitds alapjan vildgos, hogy az elsd sor minden négyzet-kdzéppontjiba legfeljebb
egy piros pont eshet. illetve a 3. megéllapitds alapjan az utols6é oszlopban hasonldéan, minden
négyzet-kozéppontba legfeljebb egy piros pont eshetett.

A tovabbi piros négyzet-kozéppontok egyediili pontok a sorukban/olszopukban, igy akér az els§
sorra, akdr az utolsé oszlopra vetitjiik, ott olyan négyzet-kozéppontba esnek, amely még nem
piros.

Ebbdl kovetkezik, hogy a piros négyzet-kdzéppontok szama legfeljebb annyi, mint az elsg sorban
és az utols6 oszlopban (de nem mindkettében) taldlhat6 négyzet-kozéppontok szdma, 2(n — 1).

Tehat legfeljebb 2n — 2 négyzet-kdzéppont lehetett piros.

A piros négyzet-kozéppontok szdma akkor nem éri el a (2n — 2)-t, azaz az els§ sor és utolsd
oszlop — kozos elem nélkiili — teljes kitoltését, ha van olyan oszlop/sor, amelyet mindkettSre
vetithettlink volna, azaz van olyan sor/olszop, amelyben csak egy kozéppont piros; tovabba ha
tobb sort is vetitiink az els6 sorra (ekkor az utolsé oszlopban a soroknak megfelel6 helyre nem
vetitlink pontot), vagy forditva, ha tébb oszlopot is vetitlink az utols6 oszlopra. Vagyis a 2n — 2
piros kézéppont csak a megolddsban l4tott konstrukcidhoz hasonlé elrendezéssel érhetd el.



