Kezdok 1. kategoria 3. (dontd) fordulé

Feladatok

. Az ABC haromszogben az AB és BC oldalakra kifelé ABDE, illetve BCFG négyzeteket szer-
kesztlink, majd megrajzoljuk a DG egyenest. Azt vessziik észre, hogy a DG egyenes parhuzamos
az AC egyenessel.

Mekkora a haromszoég BC oldala, ha tudjuk, hogy AB = 10 cm és a = 50°? 10 pont

. Négy hazaspar tagjait harom csoportba osztjuk be gy, hogy senki se keriiljon a parjaval egy
csoportba. Hanyféleképpen tehetd ez meg? (A személyeket megkiilonboztetjiik, a csoportokat
nem. Csoport nem maradhat iiresen.) 10 pont

. Dévid vélaszt két kiilonbozs a és b pozitiv egész szamot, majd felirja a fiizetébe az a, a + 2, b,
b + 2 szdmokat. Ezutan képezi az Osszes paronkénti szorzatot, €s a kapott hat szdmot felirja a
tdblara. Hany négyzetszam kertiilhet fel a tablara? 10 pont

Megoldasok és javitasi autmutaté

. Az ABC haromszogben az AB és BC oldalakra kifelé ABDE, illetve BCFG négyzeteket szer-
kesztiink, majd megrajzoljuk a DG egyenest. Azt vessziik észre, hogy a DG egyenes parhuzamos
az AC egyenessel.

Mekkora a haromszog BC oldala, ha tudjuk, hogy AB = 10 cm és a = 50°? 10 pont

i

Megoldas: Készitsiink dbrit, és jeloljiik a hdromszog C-nél 1évS szogét y-val! 1 pont



F A B cstcsbdl dllitsunk merdlegest az AC oldal-
C egyenesre! Az AC és DG egyenesek parhuza-
mossaga miatt ez az egyenes a DG egyenesre

Y
is merGleges helyzetd. A kapott metszéspon-
P tokat az 4bra szerint jeloljik P-vel és Q-val! 1 pont
-~ 4 Az ABP és BDQ derékszogl haromszogek
0°\ atfogdéi AB = BD miatt egyenl§ hosszuiak.
9o N\ Ezenkiviil
A/« 0 ~o B 900 _y G
ol OBD = 180° — ABP — DBA =
=180° - (90° — @) - 90° =
N ? (itt hivatkozhatunk arra is, hogy OBD< és
N PAB< merdleges szaru hegyesszogek), igy a
S szoban forgd két derékszogl haromszog szo-
gei is megegyeznek, tehdt a két haromszog
E D egybevago. 2 pont
Az egybevagdsag alapjan a 90° — @ nagysagu
sz0ggel szemkozti befogdk egyenld hosszuak, ezért PA = OB. 1 pont
Hasonl6 gondolatmenettel lathatd, hogy a BCP €s G BQ derékszogd haromszogekben BC = GB
és GBQ < = v, igy ez a két hdromszog is egybevago, ezért PC = OB. 2 pont
Az el6bbiekbdl adédéan PA = PC, tehit az ABC haromszogben a BP magassagvonal €s egyben
oldalfelez6 mer6leges is, ami azt jelenti, hogy a haromszog egyenld szari és AB = CB. 2 pont
A haromszog BC oldala tehat 10 cm hosszisaga. 1 pont -
Osszesen: 10 pont

2. Négy hdzaspar tagjait hirom csoportba osztjuk be gy, hogy senki se keriiljon a péarjaval egy
csoportba. Hanyféleképpen tehetd ez meg? (A személyeket megkiilonboztetjiik, a csoportokat
nem. Csoport nem maradhat liresen.) 10 pont

1. megoldas: Egy csoportot legfeljebb 4 személy alkothat, hiszen ellenkez§ esetben a skatulyaelv
miatt valamely hazaspar két tagja egy csoportba keriilne. 1 pont

A csoportlétszdmok eloszldsdra igy a kovetkez$ lehetGségek vannak: (4,3,1), (4,2,2) vagy
(3,3,2). 1 pont

Az elsé esetben a 4-f6s csoportba mindegyik hdzasparbdl csak az egyik tagot vdlaszthatjuk
be, és ezt 2* = 16-féleképpen tehetjiik meg. A megmaradt személyek kozott mér nincsenek
hazasparok, €s koziiliik az egyfGs csoportba barkit kivalaszthatunk. Ezért 6sszesen 16 - 4 = 64
lehetGség adodik. 2 pont

A masodik esetben a 4-f8s csoport tagjait ismét 16-féleképpen valaszthatjuk ki, majd a tovabbi 4
személyt (akik k6zott mér nincs hdzaspar) 3-féleképpen oszthatjuk be két 2-fGs csoportba. Tehat
ebben az esetben Osszesen 16 - 3 = 48 lehet8ség adodik. 2 pont

A harmadik esetben az elsd 3 tagu csoportot 4 - 23 = 32-féleképpen allithatjuk Ossze, ugyanis a
négy hazasparbol 4-féleképpen valaszthatunk ki hdrmat, majd a hirom kivalasztott hdzaspéarbol



23-féleképpen képezhetiink egy haromtagu csoportot. A tovdbbi csoportositdshoz még 6ten ma-
radnak, akik koziil ketten hdazasparok. Egyikiiknek kell a 2-f6s csoportba kertilnie, és mellé mar
béarki keriilhet. Ez a kétfGs csoport kialakitasara 2 - 3 = 6 -féle lehet&séget biztosit. A megmaradé
személyek kozott mar nincsenek hazasparok, igy 6k fogjak alkotni a masik 3-fGs csoportot.

32-6
Mivel a 3-f6s csoportok sorrendje nem szamit, igy ebben az esetben 0sszesen = 96
lehet6ség adodik. 3 pont
Osszesen tehdt 64 + 48 + 96 = 208-féleképpen oszthatjuk csoportokba a hdzaspdrokat a feladat
kovetelményeinek megfelelden. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Legyenek az egyik hazaspér tagjai A és A™! A feladat feltétele szerint nekik kiilon
csoportba kell keriilniiik. A 8 személy részére kialakitott 3 tirsasagot osztdlyozzuk az aldbbiak
szerint:

* A csoportja,
» A" csoportja,
* A és A*-ot sem tartalmaz6 csoport. 2 pont

A tobbi csalddndl a hazaspdr egyik masik tagjanil még szabadon eldonthetjiik, hogy 6t a hdrom
csoport koziil melyikbe helyezziik el, de ezutdn a hdzaspar masik tagjat mar csak a maradék két
csoportba oszthatjuk be. Igy minden hazaspar esetén 2-3 = 6, osszesen pedig 6° = 216 lehetGség
adddik az emberek besoroldsara. 4 pont

Az igy kiszamolt 216 eset kozott viszont vannak olyan esetek is, amikor a 3. csoport lires marad,
mivel ekkor a hdzastarsak felvédltva az elsé két tarsasagban nyernek elhelyezést.

Ezen esetek szdma 2° =8, mivel a hdzaspérok egyik tagjarél még eldonthetjiik, hogy 6 A vagy

A" mellé keriil, de a parja mar csak a masik csoport tagja lehet. 2 pont
Tehét 6sszesen 216 — 8 = 208 megfeleld elosztas lehetséges. 2 pont -
Osszesen: 10 pont

. Dévid vélaszt két kiilonbozs a és b pozitiv egész szdmot, majd felirja a fiizetébe az a, a + 2, b,

b + 2 szdmokat. Ezutan képezi az Osszes paronkénti szorzatot, és a kapott hat szdmot felirja a

tdblara. Hany négyzetszam keriilhet fel a tablara? 10 pont
Megoldas: A tibléra keriilt négyzetszamok szdma lehet:

0, példaul: a = 1és b =5Sesetén: a3, 5,7, 15, 21, 35 szorzatok egyike sem négyzetszadm. 1 pont
1, példaul: a = 1 és b = 2 esetén: a 2, 3, 4, 6, 8, 12 szorzatok koziil a 4 az egyetlen négyzetszam. 1 pont

2, példaul: @ = 1 és b = 25 esetén: a 3, 25, 27, 75, 81, 675 szorzatok koziil a 25 és a 81
négyzetszam. 1 pont

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy kett6nél tobb négyzetszdm nem keriilhet a téblara:



Tetsz6leges a # b pozitiv szamok esetén a(a + 2) és b(b + 2) egyike sem lehet négyzetszam,
hiszen

a?<a’+2a=a(a+2)<a*+2a+1=(a+1)>?

B> <b>+2b=bb+2) <b>+2b+1=(b+1)>

1. eset: ab négyzetszam.
Ekkor az a(b + 2) és b(a + 2) szorzatok koziil egyik sem lehet négyzetszim.

Koziiliik barmelyik pontosan akkor lehetne négyzetszam, ha ab-vel vett szorzata is négyzetszam
lenne ().

Viszont az ab - a(b +2) = a’b(b + 2) étalakitds, és a kordbbi gondolatmenet alapjdn a kapott
kifejezés értéke nem lehet négyzetszam.

2. eset: ab nem négyzetszam.
Ekkor az a(b +2), b(a +2), (a +2)(b + 2) szamok koziil legfeljebb kettd lehet négyzetszam.

Ennek igazoldsahoz elég belatni, hogy példaul az a(b+2) és (a+2)(b+2) szorzatparbdl legfeljebb
az egyik lehet négyzetszam. Ha mindkettS négyzetszam lenne, akkor a szorzatuk is négyzetszam
lenne. ()

Viszont az a(b+2) - (a+2)(b+2) =ala+2)(b+ 2)? 4talakités, és a korabbi gondolatmenet
alapjin a kapott kifejezés értéke nem lehet négyzetszam.

A (x)-gal jelolt gondolat megfogalmazdsa, és annak valamelyik részben torténé helyes alkalma-
zasa.

Osszesen:

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont





