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Megoldasok és javitasi itmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan konvex nyolcszog, amelynek minden bels§ szoge ugyan-
akkora, €s az oldalai valamilyen sorrendben 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, illetve 8 egység hosszuak. 7 pont

Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy 1étezik ilyen nyolcszog! Ekkor annak minden szoge 135°, ezért a
kiils§ szogek 45° nagysdgiak. Ezért minden mésodik oldalt meghosszabbitva a nyolcszoget egy
téglalapba lehet foglalni, amelynek csticsaiban egyenld szart derékszogli haromszogek egészitik

ki a nyolcszoget. 2 pont
Az a; atfogdju hdromszog befogodja ﬂ, ahol a; 1 és 8 kozotti egész szam. 1 pont

V2

A téglalap oldalai ilyen befogékbdl, illetve 1 és 8 kozotti oldalhosszi-
sagl nyolcszog-oldalakbdl dllnak ossze. 1 pont

Mivel a téglalap szemkozti oldalai egyenld hossziak, ezért

a oo G _ 4,
—tajt—=—+an+—,
V2 V2 V2 V2
ahol a;, aj, ay, aj, an, €s a, egész szamok. 1 pont
g a+ap —a; — ag o o 14 < . . < .
Ebbdl V2 = , azaz V2 kifejezhetS két egész szam hanyadosaként, ami ellent-
aj—am
mond annak, hogy a V72 irraciondlis 1 pont
Ellentmondadsra jutottunk, tehat hamis az indirekt feltétel, vagyis nem Iétezik ilyen nyolcszog. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Mely x, y pozitiv szdmokra teljesiil a kdvetkezd egyenlet?

x2+y2+x+y=2\/x3+y3+x2y2+xy 7 pont

Megoldas. Az egyenletet 2-vel osztva €s a jobb oldalt szorzatta alakitva:

(2 +y) + (y* +x)
2

= \/(xZ +y)(y? + x) 2 pont

Mivel a bal oldalon az (x* + y) és az (y* + x) tagok szdmtani kdzepe 4ll, mig jobb oldalon
ugyanezen tagok mértani kozepe, a bal oldal nagyobb vagy egyenld, mint a jobb oldal, és az
egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a tagok egyenlGek. Jelen esetben:

x2+y=y2+x 2 pont

Innen: x> —y*+y—x = 0, majd nevezetes szorzattal és kiemeléssel megint csak szorzattd alakitva:

x=y)(x+y-1)=0 1 pont
Azaz az egyenlet megoldédsai az x és y = x, ahol O < x, 1 pont
illetve az x és y = 1 — x, ahol 0 < x < 1 alaku szampérok. 1 pont

Megjegyzés. Mindkét (nemnegativ) oldal négyzetre emelésével, O-ra redukdldssal és szorzatta
alakitdssal azt kapjuk, hogy

(X2 =2xy + )P +2xy+y = 2x -2y + D =0= (x —y)’(x +y - 1)? =0,

ami nyilvan ugyanarra a végeredményre vezet, mint az iménti.

Osszesen: 7 pont



3. Adott egy rogzitett AB szakasz, egy vele nem parhuzamos e egyenes, és egy v vektor, ami az
e-vel parhuzamos és AB-vel egyenl$ hosszd. Az egyenes egy tetszéleges P pontjdhoz jeldljiik

ki azt az R pontot, amelyre PR = v. Az AB vektort a PR vektorba viv elforgatds kozéppontja
legyen O. Milyen ponthalmazt alkotnak az O pontok, ha P végigfut az egyenesen?

Megoldas.

s

o
Az ON = OM egyenlGség azt jelenti, hogy O egyenld tavol van az AB egyenestdl és az e egye-
nestdl, tehét O rajta van a két egyenes 4ltal meghatdrozott szogtartomédnyok egyik szogfelezgjén.
(Ha v-t ellentétesen irdnyitjuk, akkor O a mésik szogtelezén van.)

A=P

Osszesen:

Az elforgatés sordn az A pont P-be, a B pont
R-be keriil. A forgatds kozéppontja az AP
szakasz felez$ merslegesén €s a BR szakasz
felezd merdlegesén is rajta kell legyen, igy
ezek metszéspontja az O pont.

Az abrén az ABO és a PRO haromszogek
egybevagok, mivel oldalaik hosszai rendre
megegyeznek.

Igy megfeleld magassigaik hossza, az AB
oldalhoz tartozé ON, illetve a PR oldalhoz
tartozo OM is megegyeznek.

Legyen O az f szogfelez$ egy tetszbleges
pontja. Allitsunk merSlegest O-bél e-re és
AB-re, ezek talppontjai M és N. Tekintsiik
azt az O koriili elforgatdst, amely az N pon-
tot M-be viszi. Ennél az AB egyenes képe

éppen az e egyenes lesz, az AB-n 1évg AB
vektor képe az e egyenesen 1év3 vektor lesz,
ennek a kezdSpontja lesz az a P, végpontja az
az R pont, amelyre teljesiil az, hogy O koriil
— —

clforgatva AB-t, éppen a PR vektort kapjuk.
Tehat az f szogfelezs 0sszes pontja a keresett
ponthalmazhoz tartozik.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

7 pont

Megjegyzés. Az, hogy az O pont a szégfelez6n van, igy is indokolhat6:

Az AB vektor képe az elforgatds sordn a PR vektor, ezért az AB egyenest az O pont koriil

elforgatva éppen a PR egyenest kapjuk.

Ezért az O-bdl az AB-re allitott O N merdleges szakasz az elforgataskor az O-bdl a PR egyenesre
allitott OM merdleges szakaszba megy at, amely nyilvdn O N-nel egyenlS hosszusagu.

Igy O egyenl§ tdvol van az AB és a PR egyenesektdl, tehdt rajta van a két egyenes egyik

szogfelezdijén.

1 pont

2 pont

1 pont



4. Vegyiink egy tiz darab kiilonboz$ pozitiv egész szambdl allé halmazt. Képezziik minden nem
tires részhalmaza esetén a részhalmazban szerepld szdmok Osszegét! Egyelem( halmaz esetén
az Osszeg maga a szam. Igazoljuk, hogy a tiz szdm megvalaszthat6é dgy, hogy 959 kiilonbozd
Osszeg fordul eld!

Megoldas. Ha ay, ay, . . ., a, egészek esetén x-féle 6sszeg 1ép fel, akkor ha az n + 1-edik szdmot

nagyobbnak vélasztjuk, mint az n darab szdm Osszege, példaul a,; = f“ a; + 1, akkor az x-féle
0sszeghez ezt az n + 1-edik szdmot hozzdadva Gjabb x darab osszeget lg&)unk, ezek az 0sszegek
kiilénboznek egymadstol, mert az eredeti x-féle 6sszeg is kiilonboz§ volt.

Ezek az uj 0sszegek kiilonboznek az eredeti 0sszegektdl, mert nagyobbak néluk.

Az a1 mint 6sszeg is kiilonbozik az eredetiektSl, mert nagyobb ndluk, valamint az a,4i-et
tartalmazé dsszegektdl, mert kisebb naluk. Igy (2x + 1)-féle dsszegiink van.

Ha azt akarjuk, hogy 959 darab 0sszeg 1épjen fel, akkor ezen a médon visszafelé 1épegetve 9
szam esetén 479, 8 szdmndl 239, 7-nél 119, 6-ndl 59, 5-nél 29, 4-nél 14-féle Osszeg sziikséges.
Ez pedig megoldhatd, ha a 4 szdm egy szdmtani sorozat 4 egymast kovetd tagja, ahol az els§
tag és a differencia relativ primek. Példaul: 1, 3, 5, 7 esetén kdnnyen ellendrizhetd, hogy itt az
0sszegek kozott csak a3 +5 = 1 + 7 egyezés 1ép fel.

Osszesen:

S. A pozitiv egész szamokbol all6 (p, a, b, ¢) szamnégyest nevezziik kiilonlegesnek, ha teljesiilnek
ré az alabbi tulajdonsagok:
a) p pératlan primszam,
b) a, b, c kiilénb6z§ szamok,
c)ab+1, bc +1é&s ca+ 1 is oszthat6 p-vel.

+b+
Bizonyitsuk be, hogy p+2 < %, és adjunk példat arra, hogy mikor all fenn az egyenlség.

Megoldas. Mivel a megadott feltételek a, b, c-re szimmetrikusak, ezért feltehetjiik, hogy
a<b<c.pl|lbc+l1ésp|lca+1=p|clb-a).
Hasonléképpen: p | ca+ 1,ésp|ab+1 = p| a(c - b)
pta,éspqc hiszenpl.p|aesetén p | abésp | ab+ 1 feltételekbdl a p | 1 ellentmondédshoz
jutnank. Igy p primtulajdonsagét felhasznélva: p | b—aésp | c—b
Az utdbbi oszthatosagi feltételeket felhasznalva:
b—a>p =b>a+p, (D)
c—-b>p =c>2b+p>a+?2p. (2)
Masrészt a > 2, hiszena =leseténp | b+1ésp | b—1 = p | 2, ami ellentmond annak, hogy
p paratlan primszam.

Az (1), (2), majd késébb az a > 2 feltételek alapjan:

a+b+c S a+(a+p)+(a+2p) Catppe2

3
Az egyenlGség feltételei: a =2, b=a+pésc=a+2p.
A p|ca+1feltétel alapjanp |4p+5 = p |5S= p=35.
Igy az egyetlen kiilonleges szamnégyes az (5, 2, 7, 12).

Osszesen:

7 pont

2 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont



