Haladok III. kategoria 2. (dontd) fordulé

. Tetsz6leges n pozitiv egész szdmra jelolje f(n) az olyan 2n-jegy( szdmok szdmét, amelyek meg-
egyeznek az utols6 n szdmjegyiikbdl alkotott szdm négyzetével. Hatdrozzuk meg az f fliggvény
értékkészletét.

. A kiilonboz8 sugard k; és kp korok az A és B pontokban metszik egymdst. A k; kor A-beli
érintGje a C pontban metszi a ky kort, mig a k, kor A-beli érintGje a D pontban metszi a ky kort.
Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo belss szogtelezdje a k1 kort az E a k, kort az F pontban
metszi. Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo kiils szogfelezdje a k; kort az X a ko kort az
Y pontban metszi. Igazoljuk, hogy az XY szakasz felez6 merdlegese érinti a BEF hiromszog
koriilirt korét.

. Kezd6 és Masodik felirjdk az 1;2;3;...;609;610 szamokat egymds utdn egy papirra, majd a
kovetkezd paszidnsz-jatékot jatszak:

* Kezd§ a sajat i-edik 1épése sordn bekarikdzza a legkisebb még be nem karikdzott szamot,
majd

» Mésodik a sajat i-edik lépése sordn bekarikdzza a Kezd§ 4ltal utoljara bekarikézott szamnal
i-vel nagyobb szamot.

A jaték elején a kovetkezd szdmokat karikdzzak be rendre: K — 1; M — 2; K — 3;
M—->5K->4M->T7,K—->6M—>10;K -8 M — 13;...

A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jatékos mér nem tud a szabalyok betartdsdval tijabb szamot
bekarikdzni. Amikor a jaték véget ér, hdny szidm lesz bekarikdzva?

Megoldasok és javitasi itmutato
. Tetsz6leges n pozitiv egész szdmra jelolje f(n) az olyan 2n-jegy( szdmok szdmét, amelyek meg-

egyeznek az utolsé n szdmjegyiikbdl alkotott szdm négyzetével. Hatdrozzuk meg az f fliggvény
értékkészletét.
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1. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy az f fiiggvény értékkészlete kétféle szadmot tartalmaz, az 1-et
ésa2-t.n =1 esetén két ilyen szdm van, a 25 és a 36, n = 2 esetén pedig egy ilyen szam van, az
5776.

Legyen n rogzitett pozitiv egész szam. Jelolje A egy, a feladat feltételeit kielégits szdm utolsod
n szamjegyébdl alkotott szamot. Ekkor a feladat feltételei alapjan A% — A = A(A — 1) oszthaté
10"-nel. Mivel A és A — 1 relativ prim egymadshoz, és a 10" primtényezds felbontédsa 2" - 5", ezért
négyféle eset lehetséges:

1. eset: 10" | A Mivel A legfeljebb n jegyd pozitiv egész szam, ezért ez az eset nem lehetséges.

2. eset: 10" | A — 1. Az el6z6ekhez hasonléan itt csak A = 1 jon széba, ez szintén nem ad
megoldast.

3.eset: 2" | A, 5" | A— 1. Megmutatjuk, hogy pontosan egy olyan pozitiv legfeljebb n-jegyd A
szam van, amely teljesiti ezt a feltételt. Vegyiik a2",2-2", ..., 5" - 2" szdmokat. Mivel a 2" és az
5" relativ primek egymadshoz, ezért ezek teljes maradékrendszert alkotnak mod 5”. Ez azt jelenti,
hogy pontosan egy van koztiik, amely 5"-nel osztva 1 maradékot ad. Ez az egyetlen sz6bajovs
érték A-ra, mert A tobbszorose 2"'-nek, és 2" - 5" mar n + 1 jegyd. Azt kell még latni, hogy a
felsorolt tobbszorosok kozott az utolso kivételével az Osszes legfeljebb n jegyl pozitiv egész
szam, de az utolsé oszthaté 5"-nel, igy nem az lesz az A. Ezzel az esettel is készen vagyunk.

4. eset: 5" | A, 2" | A — 1. Ez az eset visszavezethet$ az el6zbre. Legyen B = 10" — (A — 1).
Ekkor B-re teljesiil, hogy 2" | B, 5" | B — 1, tovdbbd 2 < B < 10". Az el6z6 eset alapjan kijon,
hogy pontosan egy ilyen B szam létezik. Ez éppen az el6z8 esetben kapott szam, mert kiilonben
A =1 lenne, amire nem teljesiil 5" | A.

Kijott tehat, hogy rogzitett n pozitiv egészre legfeljebb két olyan legfeljebb n-jegyt pozitiv egész
A szdm van, hogy 10" | A% — A. A% akkor fogja kielégiteni a feladat feltételeit, ha 2n-jegyd. Azt
kell még megmutatnunk, hogy a 3. és a 4. esetben kapott két megoldas legaldbb egyikére teljesiil,
hogy A2 2n-jegyt szam.

A 4. esetben leirtak alapjan a 3. és a 4. esetben kapott két szamra, Aj-re és Aj-re teljesiil, hogy
n

10
> Ennek a négyzete legalabb

Ay + Ay = 10" + 1. Igy a két szdm koziil az egyik tobb, mint

10211
4
szam négyzete (hiszen kisebb, mint 1021, igy a feladat megoldasat befejeztiik. (Az itt leirtakbol
l4tszik, hogy miért csak egy megoldds van n = 2: a két sz6bajovd megoldas a 25 és a 76, de a 25

négyzete csak haromjegyd.)

=25-10*"72, amely egy 2n-jegy szam. Viszont 2n-nél tobb jegybdl nem allhat egy n-jegyi

Osszesen:

2. megoldas. (vazlat) Azt mutatjuk meg, hogy pontosan két olyan Z ay. - 10 alakd A sz4m van,
k=0

hogy A% = A.

n = 1-re két ilyen szdm van, az 5 és a 6.

Akér az 5, akar a 6-bdl indulunk ki, ha megvan mér a 10-adikus szdmunk els§ par jegye pl.
(visszafelé €s az 5-bdl indulva) A = 52609 ... (most a = 90625-tel jelolom A kezdGszeletének
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tényleges értékét), az azt jelenti, hogy a® = a+c-10° (mod 10 +1) isigaz valamely egyértelmien
meghatdrozott 0 < ¢ < 9 szdmjegyre.

Innen, ha tovdbb akarunk 1épni és megkeresni A ujabb, mondjuk b-vel jelolt szdmjegyét,
(A =52609b...), akkor a
(10° - b+a)* = (10° - b+a) (mod 10°*)

egyenletet kell megoldanunk, ahol b szamjegy.
Adédik:

10°0.5242.10° b-a+a*=2-10° - b-a+a+c-10°) = (10° - b+ a) (mod 105”)

egyenletet jelenti, innen adédik (10°-nel egyszerisitve), hogy b - (2a — 1) + ¢ = 0 (mod 10) a
megoldandé (a ismert és vége 5, ¢ ismert) — ¢ — b = 0 (mod 10) a megoldandé, azaz b = ¢
automatikusan.

Innen minden 4llitdsunk azonnal kovetkezik, és egyszerien generdlhatéak a tovédbbi jegyek: az
5-b6l induld sorozatndl a meglévs szamot négyzetre kell emelni, €s venni a hatulrdl szamitott
n + 1-edik jegyet, a 6-bdl indul6 sorozatndl pedig a kapott jegyet ki kell egésziteni 10-re.

Az 5-tel kezdddd§ sorozat néhdny jegye: A = 5260982128199526652293 . ..
A 6-tal kezd6d6 sorozat néhany jegye: B = 673901787180047347706. . .

Osszesen:

. A kiilonb6z8 sugard k; és kp korok az A és B pontokban metszik egymast. A k; kor A-beli
érintGje a C pontban metszi a k, kort, mig a k, kor A-beli érintGje a D pontban metszi a ky kort.
Az ACD haromszog A cstcsahoz tartozo belsd szogtelezGje a k1 kort az E a kp kort az F pontban
metszi. Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo kiils szogfelezdje a k; kort az X a ky kort az
Y pontban metszi. Igazoljuk, hogy az XY szakasz felez6 mer6legese érinti a BEF haromszog
koriilirt korét.

Megoldas.
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Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetS, hogy a k; kor sugara a kisebb. Jelolje « a CAD
haromszog A-nal 1évS szdgének felét. Az érint6 szari keriileti szogek tétele alapjan

AXE< = CAE< = a és AYF< = DAF< = a. Mivel a kisebb korben ugyanakkora keriileti
sz0ghoz (a) rovidebb hur tartozik, igy a C, E és F pontok sorrendje valoban az dbranak
megfeleld. Jelolje k a BEF haromszog koriilirt korét.

Legyen az Y F szakasz és az XE egyenes E-n tuli meghosszabbitdsidnak metszéspontja P. Az

el6z0 szakaszban leirtak alapjdn a PXY haromszog XY oldaldn fekvé mindkét szog nagysdga «,
igy ez a hdromszog egyenlGszaru, tehat PX = PY.

Most azt mutatjuk meg, hogy a P pont rajta van k-n. Ehhez kiszdmoljuk az EBF < és az EPF <
szogeket. Az utdbbi egyszerd: ez az XY P haromszog kiils6 szoge, tehat egyenlS a + @ = 2a-val.

EBF< = ABF<—- ABE< = (180° — @ — a = 108° — 2a), ahol a szdmolds sordn a k, korben
hdarnégyszogek tételét és a k; korben pedig a keriileti szogek tételét alkalmaztuk.

Léthat6, hogy EBF < + EPF«< = 180°, igy a hirnégyszogek tételének megforditdsa alapjan P,
B, E és F egy koron van.

Mivel a P pont rajta van az XY szakasz felez6merdlegesén, azt kéne még megmutatni, hogy a
felez6merdleges érinti P-ben a k kort. Mivel a felez6merdleges és AF parhuzamos (mindkettd
merdleges XY-ra), ezért azt kell csak megmutatni, hogy P felezi a k koron a megfeleld EF
ivet, azaz PE = PF, vagyis EF P egyenlGszaru haromszog. Ez pedig egyszertd szogszamoldssal
kijon (kihaszndlva, hogy YF A és X E A derékszogli haromszogek): PFE<=YFA<=90° —a és
PEF< = XEA<=90° — a. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Osszesen:

. Kezd6 és Masodik felirjdk az 1;2;3;...;609;610 szamokat egymds utdn egy papirra, majd a
kovetkez$ paszidnsz-jatékot jatszak:

» Kezd§ a sajét i-edik 1épése sordn bekarikdzza a legkisebb még be nem karikdzott szdmot,
majd

» Mésodik a sajat i-edik 1épése sordn bekarikdzza a Kezdd 4ltal utoljara bekarikédzott szamnal
i-vel nagyobb szamot.

A jaték elején a kovetkez$ szdmokat karikdzzak be rendre: K — 1; M — 2; K — 3;
M->5K->4M->T7,K—>6M—>10;K -8 M — 13;...

A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jatékos mér nem tud a szabalyok betartdsdval tijabb szamot
bekarikazni. Amikor a jaték véget ér, hany szdm lesz bekarikdzva?

Megoldas.

Jeloljik a;-vel a Kezdd, mig b;-vel a Mésodik 4ltal az i-edik 1épésben bekarikédzott szdmot.
A feladat alapjén b; = a; +i. Nyilvin mindkét sorozat szigortian monoton nd. Mivel a; +
+1 <ajy1 =  biv1 =ai1+i+1 > a;+i+2 = b; +2, azaz Mésodik két Iépése kozott legalabb 2
akiilonbség. Innen adédik, hogy amikor Kezd§ jon, akkor az a;-t kdvets, vele szomszédos szamok
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kozott legfeljebb a legelst jelolhette mar meg Masodik, azaz a;. < a; + 2. Osszefoglalva: a; +
+1<ai1<a+2

Ez a gondolat valamilyen formdban. 1 pont

Most irjuk fel Kezd6 és Masodik elsé par 1épését, és tegylink megfigyeléseket (ezeket majd
bizonyitjuk is)!

i 1121|345 |6 7,89 10]11]|12] 13

Kezd§ 1épése 416 9 | 11| 12| 14|16 |17 |19

Masodik 1épése 7110 15|18 | 20 | 23 | 26 | 28 | 31

A kovetkezOk figyelhetGek meg: ayr, , = for €s ap, , = fau, valamint ap, = fore1 — 1 €s
b, = faks2 — 1, ahol fi a k-adik Fibonacci-szdm. (f1 = fo =1; f3=2; f4=3; fs=5...)
A képletek ay,, |, by, -re, illetve ay, , by, -ra. 1+1 pont

A fenti allitdsokat (egyszerre, mivel kiilon-kiilon nehézkesen menne!) teljes indukcidval bizo-
nyitjuk.

I. (Béazis) Mint lathat6 az elsS pér k-ra igaz az allit4s.
II. (Indukcios feltevés) Tegyiik fel, hogy valamely k-ig ay,, | = fox €s ayp, | = fok, valamint
af, = fau+1 — 1€s by, = forso — Lis teljesiil.
I (Indukciés 1€pés) Igaz-e, hogy ekkor agp,,, = fas2 €S byp,,, = faks3, valamint
Afyrr = J2k43 — L €8 by, = forea — 1 s teljesiil?

Mivel az indukcids feltevés miatt by, = fory2 — 1, ezért amikor Mdsodik a sajat fo4-adik szdmat
bekarikdzza, akkor az ettdl nem nagyobb szdmok koziil pontosan 2 f5; van bekarikdzva, azaz a
nem bekarikdzott szimok szdma (felhasznalva f,,.o = fr+1 + fn-b):

forva =1 =2f2k = (fare2 = f2) = fax =1 = forr1 — fou — 1 = fox1 — 1

Ezeket a nem bekarikdzott szdmokat pontosan tjabb fr;_1 — 1 1épés sordn rendre Kezdd fogja
bekarikazni.

Masfel6l mivel by — b; > 2, ezért az fri4o = by, + 1 szamot Masodik nem karikdzhatja be, de
akkor Kezdd§ djabb egy 1épés (Osszesen for—; 1€pés) utdn pontosan ezt a szamot karikdzza be,
AZAZ A fy 4o | = Afy,, = foks2 €sinnen b, képzési szabdlya szerint by, | = for2+ fore1 = foxs3
(ahogy a bizonyitando elsd par éllitja).

Tovabb vizsgéilddva (teljesen hasonldan, mint az el6bb) adddik, hogy amikor Masodik a sajét
f2x+1-edik szdmét bekarikdzza, akkor az ett6l nem nagyobb szdmok koziil pontosan 2 f7x4+1 van
bekarikdzva, azaz a nem bekarikazott szamok szama:

foks3 = 2foke1 = (fora3 = for+1) = fore1 = foks2 = foke1 = fork.

Ezeket a nem bekarikdzott szimokat pontosan Gjabb f>; 1épés sordn rendre Kezd6 fogja bekari-
kazni.



Misfeldl mivel for43 = by, szdmot Masodik mér bekarikdzta, a tSle eggyel kisebb (f2x43 — 1)
szam a legnagyobb még be nem karikazott szdm f;43-ig, azaz Kezd6 az Gjabb fo; 1épése utdn
pontosan ezt a szdmot karikdzza be, azaz ay,, 5, = afy., = fokse3 — 1 és innen b, képzési
szabdlya szerint by, , = fox+3 — 1 + f2rs2 = for+a — 1 (ahogy a bizonyitandé mésodik par éllitja).
Ezzel a teljes indukcids bizonyitadsi séma helyessége miatt az allitdsunkat beléttuk.

A teljes indukcios bizonyitdsért.

Mivel 233 = fi3; 377 = f14; 610 = f15, ezért b3z = 610, azaz (mivel Kezd6nek van még egy

1épése) Kezdd 233 + 1, Masodik 233 szamot, vagyis ketten Osszesen 2f13 + 1 = 467 szamot
karikdznak be.

A helyes valaszért.

Osszesen:
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