Kezdok 1. kategoria 3. (dontd) fordulé

Feladatok

.Az ABCD paralelogrammaban a D csucsbol merSlegest éllitunk a C csticsot az AB oldal
E felez6pontjaval 0sszekotd szakaszra. A merdleges talppontja G, amely belsé pontja a CE
szakasznak. Mekkora az AG szakasz hossza, ha AB =10 cm és AD = 6 cm? 10 pont

. Elhelyeztiink 111 érmét egy n X n-es négyzetracs (n > 2) mezGibe ugy, hogy az élszomszédos
(kozos oldallal rendelkez6) mezGkbe tett érmék szamanak kiilonbsége 1, és minden mezGre kertilt
érme. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit! 10 pont

. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre a 28.45.26400 kifejezés értéke négyzetszam? 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

. Az ABCD paralelogrammaban a D cstcsbol merSlegest éllitunk a C csicsot az AB oldal
E felez6pontjaval 0sszekotd szakaszra. A merSleges talppontja G, amely bels6 pontja a CE
szakasznak. Mekkora az AG szakasz hossza, ha AB = 10 cm és AD = 6 cm? 10 pont

1. megoldas. Készitsiink dbrét. 1 pont



D C Jelolje F a CD oldal felez6pontjat. A G-nél 1¢-
v6 derékszog miatt G rajta van a CD atmérGji
Thalész-koron, igy CF = FD = FG. 2 pont

Mivel AE és CF egymassal parhuzamos és egyen-
16 hosszisagu szakaszok, ezért az AECF négy-

sz0g paralelogramma. 1 pont
y S G y Emiatt AF és EG egymassal parhuzamosak, tehat
A E B az AEGF négyszog trapéz. 2 pont

S6t, az AEGF trapéz szimmetrikus (més sz6val hurtrapéz), mert AE = FG miatt a szdrai egyenld
hosszuak, és nem paralelogramma, hiszen G belsd pontja C E-nek. 2 pont

Az AEGF trapéz szimmetridjabol adéddan az atl6i egyenlS hossziak, ezért AG = EF = AD. 1 pont
Tehét az AG szakasz 6 cm hosszu. 1 pont

Osszesen: 10 pont
2. megoldas. Készitsiink abrat. (Lasd az 1. megoldas els§ abrajat.) 1 pont
D F C  Jeldlje F a CD oldal felez6pontjat. Mivel AE €s

CF egymassal parhuzamos és egyenld hosszu-
sagu szakaszok, ezért az AECF négyszog pa-
ralelogramma. 1 pont

Emiatt AF és EG egymassal parhuzamosak. 1 pont

Ebbdl kovetkezben az AF egyenes merGleges a

G GD szakaszra, masrészt az AF egyenes a GCD
A E B haromszdgben a kézépvonal egyenese. 2 pont
Ez azt jelenti, hogy az AGD haromszogben az AF magassidgvonal felezi a GD oldalt, vagyis
oldalfelez6 merdleges egyben. 2 pont
Ez csak ugy lehetséges, hogy az AG D haromszdg egyenl§ szaru, vagyis AG = AD. 2 pont
Tehét az AG szakasz 6 cm hosszu. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Elhelyeztiink 111 érmét egy n X n-es négyzetracs (n > 2) mezdibe Ugy, hogy az élszomszédos
(kozos oldallal rendelkezd) mezGkbe tett érmék szamanak kiilonbsége 1, és minden mezGre kertilt
érme. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit! 10 pont

Megoldas. Szinezziik sakktablaszertien fehérre €s feketére a négyzetracs mezdit!

Ha egy fehér mezd6n paros az érmék szdma, akkor a mellette 1év§ fekete mez6kon péaratlan szamu

érme van, amelyek mellett a fehéreken ismét paros szdmu stb. Azaz a sakktdbldn az 0sszes fehér

mez0n paros, az 0sszes feketén paratlan szamu érme van. (Vagy forditva.) 1 pont
n = 2 és mds péros n esetén nem létezik j6 elrendezés, mivel paros n esetén n? fele is paros, azaz

paros szamu olyan mez§ van, amelyen paratlan szdmud érme van, tehat az érmék 6sszegének is
pérosnak kellene lennie. 2 pont
Pératlan n esetén a sarokmezGkon és a veliik egyezd szind mez8kon van pératlan szdmu, igy

ezeken kell paratlan szamu érmének lennie, hogy pératlan legyen az érmék szamdanak Osszege.

n =3, 5 és 7 esetén 1étezik jo elrendezés.

Példédk: A példdkban a sarokmezdk €s a veliik egyezd szinli mezdk lesznek a fekete mezdk.

n =3 — A 4 fehér mezGre tegylink 12-12 érmét, 4 feketére 13-13-at, egyre pedig 11-et.

n =5 — A 12 fehér mezdre tegyiink 4-4 érmét, 12 feketére 5-5-6t, egyre pedig 3-at.

n =77 — A 24 fehér mezore tegylink 2-2 érmét, 19 feketére 3-3-at, 6-ra pedig 1-1-et. 4 pont*
Mivel n > 9 esetén legaldbb 41 + 2 - 40 = 121 érmét kell elhelyezni, ezért csak n < 7 lehetséges. 2 pont
Tehat n lehetséges értékei: n =3, 5, 7. 1 pont

* A 4 pont bontdsa: Egy helyes konstrukcidért 2 pont, minden tovébbiért 1-1 pont adhato6.

Osszesen: 10 pont

3. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre a 2% +5- 26.420n kifejezés értéke négyzetszam? 10 pont

Megoldas. Olyan (x;n) szdmpért keresiink (x,n € Z") (*), amelyre a 28 4+5.20 40" = 42

egyenldség fenndll. 1 pont
Az els két tag Osszege négyzetszam: 28 + 5 - 20 =256 +5- 64 = 576 = 24°.

Erre az alabbi atalakitds utdn is juthatunk: 28 +5 .26 =2%. (22 4+5) =26.9= (22 . 3)2, 2 pont
A kapott egyenletet rendezziik: 2" = x> — 242 (tehat x > 24), 1 pont
majd alakitsuk szorzattd a jobb oldalon kapott kifejezést 2" = (x — 24) - (x +24). 1 pont

A bal oldalon egy kettGhatvéany 4ll, a jobb oldalon két pozitiv egész szdm szorzata. gy a jobb
oldalon szerepl6 két tényezének is kettGhatvanynak (megengedve a 2° = 1 tényez6t is) kell lennie. 1 pont

A jobb oldalon 4ll6 két tényezd kiilonbsége 48. Két pozitiv kettShatvany kiilonbsége pontosan

akkor 48, ha ezek a 64 és a 16. 1 pont
Tehat x — 24 = 16 = 2% és x + 24 = 64 = 25, azaz x = 40, és 2" = 2% . 26 = 210 azaz n = 10. 1 pont
Vélasz: a feladat egyetlen megoldésa: n = 10. 1 pont
Ellendrzés: n = 10-re tehdt valéban négyzetszdmot kapunk: 28 + 5 - 26 + 210 = 1600 = 407, 1 pont

(*) az 4ltalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy x pozitiv egész.

Osszesen: 10 pont





