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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szamok halmazén:

1 2
4x2+—2—3:4 — = 7 pont
X X
Megoldas. Felhasznélva, hogy:
1\* 1
(2x——> =4+ —4 1 pont
X X

Az egyenlet az aldbbi alakba irhato:

1\* 1
(2x——) +1:2<2x——>
X X
1\* 1
2x——] —2(2x——-)+1=0 2 pont
x X

Ebbdl:

2x——=1 1 pont
Az egyenletet atalakitva: :
2% —x—1=0
amibdl:
xlz—%; xp=1 2 pont
A kapott gyokok kielégitik az eredeti egyenletet. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. Dobjunk 5-szor egy szabdlyos hatoldalu kockaval. Dobésainkat irjuk egymds mellé és alkossunk
igy 5-jegyli szamokat. Tekintsiik az Osszes igy 1étrehozhatd szamot.

Melyikbdl van tobb és miért: azokbdl a szamokbodl, amelyekben van legalabb két azonos
szamjegy, vagy azokbdl, amelyekben nincs két szomszédos 6-o0s szamjegy? 7 pont
1. megoldas.

Osszesen 6° = 7776 kiilonb6z6 szam hozhat 1étre, ezek kozott 6-5-4 -3 -2 =720 olyan szam
van, melyben nincs ismétlédés. Igy 7776 — 720 = 7056 olyan szam van, amelyben van ismétl6d6
szamjegy. 2 pont

Ha azokat a szamokat keressiik, amelyekben nincs két szomszédos 6-os, akkor aszerint te-
kintsiink két esetet, hogy a kozéps6 szamjegy 6-0s vagy sem: 1 pont

Ha a k6zéps6 szdmjegy 6-0s, akkor a 2. €s a 4. szamjegy 5-5-féle lehet (6-0s nem), mig az 1. és
az 5. szamjegy mind a hatféle szamjegy lehet. Ez6-5-1-5-6 =900 darab szam. 1 pont

Ha a ko6z€ps6 szamjegy nem 6-os, akkor 5-féle lehet. Az elso két szamjegy mindegyike 6-0s nem
lehet, ez 6> — 1 = 35 szdm, hasonléan az utols6 két szamjegy is 35-féle lehet.

Ez 35-5-35 = 6125 darab szam. 1 pont
Igy olyan szam, amelyben nincs két szomszédos 6-os: 9004 6125 = 7025 darab van. 1 pont
Tehat azokbodl a szamokbdl van tobb, amelyekben van ismétl6dd szdmjegy. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Osszesen 6 = 7776 kiilonb6z6 szdm hozhaté létre, ezek kozott 6-5-4-3-2 =720
olyan szdm van, amelyben nincs ismétlddés. Igy 7776 — 720 = 7056 olyan szam van, amelyben
van ismétl6dd szdmjegy. 2 pont

Ha azokat a szamokat keressiik, amelyekben nincs két szomszédos 6-os, akkor aszerint te-
kintsiink négy esetet aszerint, hogy hany darab 6-os szdmjegy van a szamban. Ha 4 vagy 5
db 6-o0s lenne, akkor biztosan lenne 2 szomszédos 6-o0s, igy 0, 1, 2 vagy 3 darab 6-os lehet a
szamban. 1 pont

Azokbdl a szamokbol, amelyekben 0 darab 6-os szamjegy van 5% = 3125 darab van. Ha 1 darab
6-0s van a szamban, az 5 helyre keriilhet, igy ezekbdl a szamokbdl is 5 - 5% = 3125 darab van. 1 pont

Ha 2 darab 6-os van a szamban, azokat 6-féleképpen helyezhetjiik el, ugy, hogy ne legyenek
szomszédosok. (1.3.,1.4., 1.5.,2.4.,2.5., 3.5.) A fennmaradé 3 helyre 5-5 szamjegy keriilhet, ez
igy 6-5° = 750 szdm.

Hérom darab 6-os Ugy, hogy ne legyen koztiik szomszédos, csak egyféleképpen helyezhetd el,

az 1.,a3.ésaz 5. helyre. A 2. és a 4. helyre 5-5 féle szamjegy keriilhet. Ez 1 -5 = 25 szdm. 1 pont
Igy olyan szdm, amelyben nincs két szomszédos 6-os: 3125 4 3125 + 750 + 25 = 7025 darab

van. 1 pont
Tehat azokbdl a szamokbdl van tobb, amelyekben van ismétl6ds szamjegy. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. Mutassuk meg, hogy barmely olyan ABCDEF hatszdgre, amelynek minden szdge egyenld, igaz,
hogy AB—DE =EF —BC=CD—FA.(AB, BC,CD, DE, EF és FA a hatszog oldalainak hosszat
jelolik.) 7 pont
Megoldas. Egy hatszog belsé szogeinek Osszege: 4 - 180° = 720°. Mivel a feladat szerinti

= 120°. 1 pont

hatszog minden szdge egyenld, ezért minden bels6 szog

Ezért a hatszog kiilsé szogei mind 60° nagysaguak. 1 pont

Hosszabbitsuk meg az AF', BC és DE oldalakat, messék ezek egymdst paronként az abra szerint
az X, Y, Z pontokban. 1 pont

Az XAB, YCD, ZEF haromszogek szabalyosak, de igy az XY Z haromszog mindhdrom szdge is
60°, vagyis ez a haromszog is szabdlyos. 1 pont

Ennek a haromszognek az oldalaira:

XY =XB+BC+CY =AB+BC+CD,
YZ=YD+DE +EZ=CD+DE +EF,
7ZX =ZF + FA+AX = EF + FA+AB. 1 pont

Mivel az XY Z haromszog oldalai egyenl6 hosszuiak, ezért AB+ BC+CD = CD + DE + EF,

rendezve: AB— DE = EF — BC 1 pont
ugyanigy az YZ = ZX egyenl6ségbdl CD — FA = AB— DE 1 pont

Megjegyzés. Ha valaki csak szabalyos hatszoget vizsgal, legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen: 7 pont



4. Legyenek a, és b, a kovetkezd rekurziokkal megadott sorozatok: a; = 1; a,+1 = 10-a, + 1
(n>1)é by =1; b, =10-(by,+ 1) (n > 1), tovabba legyen ¢, = b, — a,. Kiszamolva az
$2019 = €1 +C2+ 3+ ...+ o019 Osszeget; syp19-ben mennyi a szamjegyek 0sszege?

1. megoldas. a; =1;a; =11;a3 =111,... a sorozat képzési szabalyabdl kovetkezben az el6z6
elem utan mindig egy ujabb 1-es szdmjegyet irunk, igy a, =111...11.
ndb 1-es
Ekkor
10" —1
by =1;by=20;b3 =210; b4 =2110; b5 =21110,... a sorozat képzési szabalyabol kdvetkez6en
az eldzd elem 1-es szamjegyei utdn mindig egy Ujabb 1-es szamjegyet {runk, igy

b,=2111...110.
—_—

n—2db 1-es
Tehat
101 -1
bnzz-lo"—1+T—1
1 1 10 1
. _n. n—1 - n—1_ > 1 (2. n—1__ = _ n—1 —
b,—a,=2-10 —1—9 10 9 1 (9 10 9) 10 1=999...99.
n—1db 9-es
Ekkor

52019 = (1= 1)+ (10— 1)+ (10> = 1) +... + (108 —1) =
=111...11-2019 = 111...1109092.
— —
2019 db 1-es 2014 db 1-es
Tehat 52019 szdmjegyeinek osszege: 2014 -14+9+9+42 =2034.

Osszesen:

2. megoldas. n. sorozat definici6ja alapjan
Cni1 =bpt1 —any1 = 10(by,+1) —10(a, + 1) = 10(a, — b,) +9, ahol ¢; = 9.
A kapott képzési szabdly szerint
cni1 =10 (ay—by)+9=10-(10- (ap—1 —by—1)+9)+9=...
=10-(10-(10-(...- (a1 —b1)...))) +9=999...99.

n—1db
Ekkor

52019 = 999...994-999...994---+999 +99 +-9 =
n—1db n—2db
=108 1)+ (10 1) -+ (1P = D)+ (10-1)+ (1= 1) =
=111...11-2019 = 111...1109092.
N—— N——
2019 db 2014 db

$2019 szamjegyeinek osszege 2014 -1+949+2 =2034.

Osszesen:

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

1 pont

3 pont

2 pont

1 pont

7 pont



5. Adott két halmaz: A = {1;3;5;7;9;11;13;15;17;19} és B = {2;4;6;8;10;12;14;16;18;20}.
Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely mind az A, mind a B halmaz elemei
koziil pontosan 6thoz relativ prim! (Két pozitiv egész szam relativ prim, ha legnagyobb k6zos
osztojuk 1.) 7 pont

Megoldas. A keresett n szam nem lehet paros, mert akkor a B halmaz egyetlen eleméhez sem
lenne relativ prim. 1 pont

A=1{1;3;5;7;3%11;13;3-5;17;19} és B={2:2%2.3;2%2.5:2%.3;2.7;2%2.3%,2%.5}

Mivel a keresett n szam pdératlan, a B halmaz négy eleméhez (2-hoz, 4-hez, 8-hoz és 16-hoz)
biztosan relativ prim. fgy atobbi hatelem 2-3;2-5; 22. 3;2-7,2- 32; 22.5 koziil még pontosan
egyhez kell relativ primnek lennie. 1 pont

Az n szam paratlan, ezért primtényez0s felbontasaban nem szerepel a 2. Ha a 3 sem szerepelne
benne, akkor az n szam a 6-hoz, 12-hoz és 18-hoz is relativ prim lenne, igy a B halmaz elemei
koziil mar legalabb héthez lenne relativ prim. 1 pont

Ha az n primtényez3s felbontdsaban nem szerepelne az 5, akkor n relativ prim lenne a 10-hez és
a 20-hoz, igy mér legalabb hat B-beli elemhez lenne relativ prim. 1 pont

Tehat n primtényezds felbontdsdban van 3 és van 5. Ellenben a 7 nem szerepelhet az n
primtényezds felbontdsaban, hiszen akkora 6 =2-3; 10 =2-5; 12 = 22. 3; 14 =2-7; 18 =
=2-32%; 20 = 225 szamok koziil egyhez sem lenne relativ prim, pedig az egyikhez relativ
primnek kell lennie.

Tehdtn=3-5vagyn=3-5-p-q-...,ahol a p,q,... primek mindegyike 7-nél nagyobb. 1 pont

A 15 =3-5 az A halmaz elemei koziil relativ prim az 1-hez, 7-hez, 11-hez, 13-hoz, 17-hez
€s 19-hez. Ez igy hat szam, ezért az egyik relativ prim rel4ciét meg kell sziintetni, tehédt az n
primtényezds felbontdsdban az iménti felsoroldsban szerepld 6t primszdm koziil pontosan egy-

nek szerepelni kell. 1 pont
Korabban lattuk, hogy ez nem lehet a 7. Mivel az n szdm a lehet6 legkisebb kell legyen, ezért n

primtényezds felbontdsaban a 3 és az 5 mellett a 11-nek kell szerepelni. Tehat n = 165 1 pont
Osszesen: 7 pont



