Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

. Egy iskolaban a tanuldk 10 f6s csapatokat szerveztek. Egy didk tobb csapatnak is tagja lehet,
vagy akar egyiknek sem. A csapatok szdma 500. Bizonyitsuk be, hogy a didkokat el lehet he-
lyezni két terembe ugy, hogy minden csapatnak mindkét teremben legyen tagja.

. Az ABC derékszog(i hdromszog AB atfogdjdhoz tartozé magassaganak talppontja 7. Az atfogén
kijeloljiikk a P és a Q pontokat ugy, hogy AP = AC és BQ = BC legyen. Az AC befogén az M,
az BC befogén az N pontot ugy jeloljiik ki, hogy CM = CT = CN legyen. Bizonyitsuk be, hogy
a OPNCM otszog teriiletének és az ABC haromszog teriiletének ardnya 2r : R, ahol r az ABC
haromszog beirt korének a sugara, R pedig a koré irt korének a sugara.

. Az a, b, c, d pozitiv egész szamokra teljesiil az ad = b + be + ¢? egyenldség. Bizonyitsuk be,
hogy a® + b* + ¢? + d? Gsszetett szam.

Megoldasok és javitasi atmutato

. Egy iskoldban a tanuldk 10 f6s csapatokat szerveztek. Egy didk tobb csapatnak is tagja lehet,
vagy akar egyiknek sem. A csapatok szdma 500. Bizonyitsuk be, hogy a didkokat el lehet he-
lyezni két terembe Ggy, hogy minden csapatnak mindkét teremben legyen tagja.

Megoldas. A tanuldk szdma legyen n, akkor az n didk a két teremben 2" -féleképpen helyezked-
het el.
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Tegyiik fel, hogy nincs ilyen elhelyezés.

Ez azt jelentené, hogy minden elrendezés esetén van legaldbb 1 csapat, amelynek a tagjai ugyan-
abba a terembe keriilnek.

Mivel a legaldbb az egyik csapatot alkoté 10 didk mér bent van az egyik teremben, akkor a
tobbiek 2"~ 10féle médon rendezédhetnek.

Viszont az egy terembe szorult csapat 2 terembdl valaszthat, igy szamukra a lehetdségek szama

2. 2n—10 — 2n—9.

Mivel barmelyik csapattal el6fordulhat, hogy egy terembe keriilnek, az dsszes lehetdség a tanu-
16k elhelyezkedésére legfeljebb 500 - 219,

Ez viszont kevesebb, mint 512 - =9 — 2", az Osszes elhelyezkedési lehetGség, ellentmondésra
jutottunk, azaz a kiindulasi feltétel volt rossz. (Tehat tuduni olyan elrendezést késziteni, melyben
minden csapatnak mindkét teremben van tagja.)

Osszesen:

. Az ABC derékszdgii hdromszog AB éatfogdjahoz tartozé magassaganak talppontja 7. Az atfogén
kijeloljiikk a P és a Q pontokat ugy, hogy AP = AC és BQ = BC legyen. Az AC befogén az M,
az BC befogén az N pontot ugy jeloljiik ki, hogy CM = CT = CN legyen. Bizonyitsuk be, hogy
a OPNCM otszog teriiletének és az ABC haromszog teriiletének ardnya 2r : R, ahol r az ABC
haromszog beirt korének a sugara, R pedig a koré irt korének a sugara.

1. megoldas. Az A cstcsndl 1év6 szog legyen o. Az APC haromszog egyenld szaru, ezért

180° — o
ACPq{ = ———.
2
AC =D BC = a
N
M
o
A c—a Q T P c—b )

a
ACT< =90° — a, ezért TCP<1 = ACP<— ACT<« = >

Az A-nal 1év0 o szog és a TCB< szog merdleges szaru szogek, ezért TCB< = a, igy

PCB<t = TCB<( — TCP< — %

o
Tehat TCP< = PCB< = X azaz a PC szakasz felezi a TCB< szdget.

Ezért a T pont CP egyenesre vonatkozo tiikorképe a CB befogora esik, és mivel CN = CT,
ezért T' tiikkorképe éppen az N pont, igy a T PC haromszog CP-re vonatkoz¢ tiikkorképe az NPC
haromszog, ezért Typc = Trpc-
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B

Hasonléan belédthatd, hogy TCQ< = QCA<t = > ahol B az ABC hdaromszog B cstcsandl 16vG
szoge, és igy a TCQ haromszog CQ egyenesére vonatkozo tiikorképe az MCQ haromszog, ezért
Tyuco = Trco-

Tehat a QPNCM o6tszog teriilete megegyezik a PQC hiaromszog teriiletének a kétszeresével.

fgy azt kell belatni, hogy 2Tpoc : Tapc = 2r : R, azaz Tpgc : Tapc =1 : R.

A PQC héromszognek és az ABC hiaromszognek a CT szakasz kozOs magassaga, ezért a két
haromszdog teriiletének ardnya egyenld a PQ szakasz és az AB = 2R szakasz ardnydval.

Legyen AB=c¢,CA=bés CB=a. Ekkor AQ=AB—BQ =c—a, BP=AB—AP =c—b,igy
PQ=c—(c—a)—(c—b)=a+b—c,

ami éppen az ABC hdromszogbe irt kor dtmérSje (ez a jobb oldali dbrdn latszik, nyilvan
b—r+a—r=c)

Tehat TPQC :Tapc=2r:2R=r:R.
Osszesen:

2. megoldas.

M,
b—m

dea T P b I

A haromszog oldalait a szokott médon a, b, c-vel, a magassagot m-mel jelolve:
AM=b—m é AQ=c—a.

A derékszogli haromszog teriiletképletébdl:

b
2T:c-m:a-b:m:a—.
c

Valamint ismert, hogy a beirt kor, illetve a koré irt kor sugara:

b—
r:¥ é R=3.
Ekkor
AM  b—m b-% Pd 4

AQ c¢—a c—a c—a ¢ AB

€s az A csucsndl 16v6 szog az AQM és az ABC haromszogek kozos szoge, tehat AOM A ~ ABCA,
c—a

hiszen a két oldal ardnya és a kozbezart szog megegyezik. A hasonldsag ardnya: A; =

c—b
pat

Hasonlé médon a PBNA ~ ABCA és a hasonldsag aranya Ay =
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A QPNCM otszog teriiletét a haromszog teriiletével kifejezve:

Topnem =T —),12 -T —)L22 T = (1 — (C:2a>2 — (c ;2[9)2) -T 1 pont
A teriiletek ardnya tehat (felhasznélva a Pitagorasz-tételt):
1 (c —2a)2 (e —219)2 _ A —a+ 2ag —c?—b*+2bc _ 2ac+ 2l;c —2¢2 I pont
c c c c
Az ismert képleteket felhasznélva:
2ac + 2bc — 2¢? _2a+2b—2c _a+b—c _2r
c? c < R
Ezzel az éllit4st bebizonyitottuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
.Az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokra teljesiil az ad = b> +be+c? egyenl6ség. Bizonyitsuk be,
hogy a4 b + ¢* + d? bsszetett szam. 7 pont
Megoldas.
Indirekt bizonyitdst alkalmazva tegyiik fel, hogy a” + b* +c? +d* = p, ahol p primszam. Ekkor
p=a+b*+*+d* = (a*+2ad +d*) + (b* 4+ * —2ad) =
= (a+d)?+0*+*—20° +be+c?) = (a+d)* — (b* +2bc+c*) =
= (a+d)* — (b+c¢)* =[(a+d) — (b+c)][(a+d)+ (b+c)] 2 pont
Mivel a p primszdm csak 1- p formdban bonthat6 szorzattd, és a+d —b—c <a+d+b+c,
ezérta+d—b—c=1¢éa+d+b+c=p. 1 pont
A kapott két egyenloségbdl az elsot vizsgdlva:
a+d=b+c+1
a* +2ad +d* = b*+c* +1+2bc+2b+2c
a*+20% +2bc +2¢* +d* = b* + ¢ + 1 +2bc +2b+2¢
A+ b + P+ d*—2b—2c=1
a2+ (b—17+(c—1)*4+d*=3 2 pont
A pozitiv egész szdmok halmazan a kapott egyenldség csak abban az esetben allhat fenn, ha
a=d=1és {b—1;c— 1} ={0;1}. Ebben az esetben viszont az ad = b*> + bc + c* egyenlBség
nem teljestil.
Ellentmondasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy a® + b* + ¢* + d? Ssszetett szam. 2 pont
Osszesen: 7 pont



